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PREFATA

Lucrarea intitulata ~Matematica - clasa a IX-a. Algebra. Geometrie,
Trigonometrie*, reprezinta o culegere de probleme care vine In sprijinul manu-
alelor alternative pentru clasa a IX-a.

Aceasta este elaborata in conformitate cu programa scolara corespun-
zatoare oferteij educationale , Trunchi comun si curriculum diferentiat®,

Problemele cuprinse in fiecare capitol vin in sprijinul cunoasterii, inte-
legerii si aprofundarii conceptelor matematice prevazute de programa scolara,

Pe langa posibilitatea perfectionarii deprinderilor de calcul si ratio-
nament, lucrarea da posibilitatea dezvoltarii capacitatilor intelectuale de explo-
rare/ investigare a problemelor de matematica, precum si a stimularii
interesului si motivatiei pentru studiul si aplicarea matematicii.

Lucrarea este alcatuita din 3 parti:

Partea 1, intitulata -Elemente de algebra” cuprinde exercitii si probleme
despre multimea numerelor reale, elemente de logica matematica, elemente
generale despre functii, functia de gradul I si functia de gradul al II-lea.

Partea a II-a, intitulata ,Elemente de geometrie" cuprinde exercitii si
probleme de geometrie vectoriala in plan, trigonometrie si aplicatii ale
trigonometriei in geometria plana.

Partea a Ill-a, cuprinde raspunsuri, indicatii si solutii complete
pentru un numar foarte mare de probleme.

Culegerea este recomandata tuturor elevilor de clasa a [X-a indiferent
de specializarea sau de profilul pe care il urmeaza. De asemenea se adreseaza

concursurilor scolare.

Ceea ce recomanda aceasta culegere de probleme este faptul ca
prezinta o paleta larga de probleme organizate de la probleme obisnuite,
uzuale la probleme complexe, originale.,

Autorii
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ELEMENTE DE ALGEBRA
i MULTIMI Sl ELEMENTE

" DE LOGICA MATEMATICA

@) MULTIMEA NUMERELOR REALE
1.1. OPERATII ALGEBRICE CU NUMERE REALE

. 3 ] 78 . 52

(1. Se considera numerele zecimale x = — si y=——-.
100 10°

Sa se scrie sub forma de fractie /ecimdl"l numtlel( 3

X+y; y-x: xy; x2y% (10x+y) : (x=10 y)

(2. Sa se efectueze:

[ 7 +13»ﬁ:s]_pjzﬂ,il[zksfri L)

48 24 4 5 5 5 lg
(4 1} 26 43 ’
7 5J 35 10

a)

b) (V3) :(-37)-3- o.m(%]ﬂ

'0'(4)7 L%] '11()'

J9.61:(3.1) ' +.0,0576 -(0,2) *

a7, (9)

3.4(1) [ﬁl)l
3

J10*
e) [-1.2(5)+0,1(4)]-[12-11(5)-1.8(4)].

(3. Sa se efectueze:
(1 7 8 ; 15 37J 2
) 2,118 75 8745ml
- ~
3 2 1— 20 9 i 25
63 10 2,8 14 )

5 _0,25 y £ %
b) 0.1(2)-| 99+ 4 1, TS — B OZ2)+—J :
11 4 10

\+.
6 2
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(40 _ 16\/5)4 (J11. Sa se determine numerele reale a si b, respectiv x si y daca:
c) (5+2\/(§)4+ ! e : a) 2a% +25b” +5(2a+5)-10ab =0;
(5_2‘/6) S b) 5x° +9y* —-6x(2-y)+9=0.
_3 .E.E?”__(_ | = 1 2.21 24a-9b
a 7) 11 484 0,(6)| "4 (3 12. Sa se verifice daca raportul r= Tin 1250 este patratul unui numar
18 1 3 E , .9k
(E —52)+[0.5(3)—2,(3)]—(—75+5Zj+1,95 ceal stiind oA % _3.10
(J4. Sa se arate ca urmadtoarele numere sunt inverse unul altuia: 7a+2,(6)b
F it B 1 (J13. Stiind ca 2.3 (6), sa se stabileasca daca raportul r = ——————"— este
X=||l—+—-—/:1,0(5)-0,05|: —, 2N \0) -
[(45 30 12) L } 40 b 5a —13b
21 7 19 cubul unui numar real.
y= {0.8(3)+[0.1(6)—0,(4)+ 0,08(3)] ] —}-——+—.

Sa se stabileasca valoarea de adevar a urmatoarelor relatii:

b+c—-a)+b(a+c)(a+c-b)+c(a+b)(a+b-c)=6abc
(5. Se dau numerele reale a=5-2J6 si b=2,6 +5. Sa se arate ca cele a) a(b+c)(b+c-a)+b( ) )+l )

b-a+3+ab+5 ! b) [4ab~(a2+1)(_b2+1)}2—(azfl)z(b2~1)2:4(;a—b)2(1—ab)2;
V3 '

doua numere sunt inverse unul altuia si ca va® + b* = L
¢)(a+b+c)’ =a’+b’ +c” +3(a+b)(bic)(cia)=a’ b +c’ - 3aber

6. Se dau numerele reale: +3(a+b+c)(ab+be+ca);

1,6(1)-3,3(8)-1,(2 : : : B .
A= i-151:(—0,86)-0,0(6)&8: (1) (8)-1L( )—1,(428571). d) (a+b+c)34(fa+b+c)i~(afb+(:)q—(a+b—c) = 24abc;
10 5 6:62_62.13 _2 2
P37 75 22 5 ‘ o) ! N L > —
Sa se calculeze: lta+2a’+a°+a’ a*-a*+2a”-a+1 a*+a’+1
‘ A4 B (a+b‘_a—bJ. 1Jra'l—bz): 2b
") A~B; &+ TH 3A-B’ ‘ B l1-ab 1l+ab)’ 1-a’b* ) b*-1
b) suma inverselor numerelor A si B; : N¢! \ . 32 Ca =1 -1 -1
e 2t o282 )-a(25) |- (35) - (GR)ER)
¢) suma opuselor numerelor A si B. )Ua—l} -1+3 a1, 3 a 1) | arl asilNarl
07. Daca %—g-k-l%:O.Ql, sa se calculeze valoarea expresiei: (a+1‘)3.
_£.200,5 100 ( 100}a_ C 0 % dmed
22 91 8 91 { 91)3 h)a+2:( 6a 238 }_ A2 ca
a-2 la?-8 a*+2a+4 2-a a—2

(8. Daca a® +b® ~2a-4b+5=0, sa se calculeze a® + (b-a)*".

£115. Sa se efectueze operatiile cu puteri cu exponent intreg:
\15 /81

(39. a)Daca 4x* +9y” =256 si 2x + 3y = 20, sa se calculeze xy, 2x - 3y, xsiy.

. (1 § 1 =5,
b) Daca 3a—-5b =8 si 9a® + 25b? =160, sa se calculeze ab, 3a + 5b, a, b. ‘ a) 4" Lﬁ] ( éJ el
0J10. Fie a si b numere reale cu proprietatea ca a+b=10 si ab=15. Sa se | 194 (23 )8 .
calculeze: 2_134-T~(1,5) :
a) az+b2, a3+b3. a4 +b4, ae +b6; (4 ) 8

b) 'l—+l L+—1— L+i L+_1_ -1_+_1_
a b a2 b2 a’® b 'a® bt a’ be
6

3

- [3'52 ~3(4+8"-1°) (4-23—8'22)4}:15””;

7
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d} 8% 5% + 6% . 3579 4. (93] {54 (5°) -25+(6%) [(8-2)] }

(2-8)" -2 -8};
3

o (3 T )] - )

(J16. Sa se efectueze:

a) a®-9b?* a'-b'
a?-b? 3b'l+al’
adyp a-b
b) al_b! a?_a "b"+b'2;
h 2)+
c) [a—(Z—a)’—‘ { o ) = 1
. d J

efi-8T 0 o3 4]

(3 17. Sa se scrie sub forma mai simpla expresiile:

_(2a ‘x’")z - A e
a) byt ’ 1212
| W 4(b'y?)
“n 7n 4 \" }
b) a3 (an)" ( a") o q (5a ) - :‘1 .(anjrtl 7a(~in).(aﬁn 4 +an").
a a a

J18. a) Sa se scrie sub forma mai simpla expresia:
(a+b)(a® +b*)(a® +b")(a® + bs)...(azn +b* )

b) Fie A:(14»lJ(1+L0)[1+i4)...[1+%]. Pentru a =2, sa se arate

a a” a a

ca A<2.
0019. Care sunt valorile posibile ale expresiilor:
a) B, = (=1)*" (ﬁJ et ken
.3 3
)21114’3

n+ =] )
2, )7

10

b) E, = l(—1) ,m, neM,

~={=1
BL W, *F

S s s e ——

3 m+5 2 < n+2 7 2p+3 1 q2+qw5
©) By =—2(-1)™ (3] ()" =L+ ()7 o, p g N

(120. Care este valoarea maxima a expresiei:
5 2men+l d 2 m+2n ] n+l 1 1 m+i
E=—(-1 - =-=1(-1 —-—(-1 -3 === (-1 . m, (?
2( ) L 5)( ) 4( ) (2 GJ( ) m, neM
0021. Daca 2a(a-5)+2b(b-1)+13=0 sa se calculeze:
(a - 1)2005 + (a - 8b)20()5 )
(022. Sa se calculeze folosind operatiile cu radicali:

o) (V8 + VI8 + 32 - V200) - {1 -]’ + /2 28 + 27 |
b) (\/ﬁ+\/§+\/{)~(l+\/ﬁ>:

c) (2\/§+3J§-7J§)(J7_2—5J%—2J§);

d) \/§+\/2—2+\/§§+...+\/22"°5.

(123. Sa se determine media aritmetica, media geometrica si media armonica

a numerelor a si b, stiind ca:
a) a =98 +/32 - /50, b =162 + /18 — J72:
V288 + 2./450;

b) a =3v128 + /200 - 2242, b = /32 -
J16% +122 +16% -122 - J16 -12
18 + 228 ‘

{418 22556 [—%j ~J20,25ﬁ1}:\/0,32(1);
d) a=yV2-V3-\7-2J6 +2J5 45 b=y3+9v2 - ¥a + 5275,

5a se determine valoarea de adevar a propozitiilor:
p,:Vvbn+2eN VneM,

P, :V2+2-3"+9" e\ Q, VneN;

Ps V4 /15 -(4 + 15 )(V10 - V6 ) e N;

p,(ﬁﬁz)'.f’_-%@{( 7)) - 4~ﬁ)lreu\l-

(J25. Sa se arate ca expresia [m n@Té)TJQ *{m 'm j

nu este numar irational.

c) a=

J24.
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[126. Daca x este partea intreaga a numarului -24,71 si x -8y =7, sa se
calculeze \[(x ~-7)* -15y° + \/(x +25)° ~15(y° +64).

(J27. Sa se arate ci urmatoarea expresie nu depinde de x:
/ 2

E ( X) = X\/E . M

VW16 -x* +4

(128. Sa se arate ca daca x €[-1, 1], y €[-3, 4], atunci expresia

J(x+y—5)2 +\/(2X+y+5)2 ~\/(x—y—4)2 +\/(2X—y—5)2 nu depinde
dexsiy.

~Jx+ 4 +(a-x), xe[-4 4],

129. Sa se scrie ca suma algebrica de doi radicali simpli: \/ 5 +2V6; \/ 5-—+21;

\/17+12\/§; Jg—@; \)3+2x\/3~x2,xe[0, \/§j| 8a~2\/16a2~9,a>%.

130. Sa se arate ca numerele A, B, C sunt rationale daca:

A=J13—30\/2—\/9-4\/§ +\/13+30\/2+\/9+4\/§;
=\[’26+6\/13-4\/8+2x/6—\/2_0 +\/;6—6\/£+4\/8—2\/6+ﬁ62
C:\ES+4\/8—2\/6+2\/5 —J25—4\/8+2\/6—2\/§.

[131. Sa se arate ca oA =

b e @ stiind ca:
+a
az\/s—\/§+\/9—4«/§ si b:\/ﬁq—\/nwﬁ.
(132. Se considera numerele a =28 ~ 163 si b:\/3+\f§f\/13+ V48

b>-a 3 .
—_—— e
a+J/8b 2

Sa se arate ca (

(333. Sa se arate ca daca a:\[4+\/ﬁ+\j23—2\/l—§§ si b:\/\/97+56\/§,

2_4a

atunci e M.

—a

(134. Daca a =+8-2J15 — /8 +2J/15, sa se calculeze (a + 2\/—)2‘004

10

|
H
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r135. Daca n=+b+V24 ~ J8 — 5 —+/24, sa se calculeze n***.

3a-4b 6,4(4)-0,2(7)+2,8(3) ;:;i
. v , sa se calculeze 27% din numa- i
136. Daca 55 r 5,6(6)+ 4.(4) o rlk

ZOa
rul —
b

137. Sa se rationalizeze numitorii fractiilor:

G a7 V5443
d —_ e) — ﬂ——l——:
) 555 _Jio’ 62 9 NP

1 , 1 _ 1 .
057" Pihh N BBk

(138. Sa se scrie sub forma mai simpla expresiile:

\/_5+\/—§+\/—+2 )\/5+\[— J6 -2
J— N2 +V5-2° 24+J3-v2 -6’
o J3+6 +44+ 7 \/3+2 J2 +43-242
J1a +10 +8 \/72\/_ J3- 2\/_
r139. Sa se scrie sub forma mai simpla expresiile:
2
4x(x+\/x2—1)
a) ——, xeR\[-11];
(x+\}x2—l) -1
(L1 T C R s o A IR S RPN
2 2dx+1) (Yx+l+1 Jx+1-1) x
a\/§ ++/2ab ++/3ab + b3 — /b - \/—
J2a +/3b -1
a\/— J3ab ++/2ab — b2 ++a - \[—
1++/2b + J3a
)2x+21/6x ~5J2x +3y - 5\['
J2x - 5+\/'

140. Sa se calculeze sumele:
i 1
S =1l+———=+——"=+-
a) S5, P R f J_—T 8 \/_

1
J2 +2401 2J_+3J_ nvn+1+ n+1)\/ﬁ.
11

b) S, =




= e
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1 1 1 .
. Sa 1 ruati + tid———=20, neN,
[J41. Sa se rezolve ecuatia — "%, 5 0~y P
042 ) Sa t a 1 egalitatea yn+1-vJn+k !
. a) Sa se arate ca are loc egalits = .
) k(\/n+1+\/ﬁ)+l Jn+1++/n
oricare ar fi neM™ si k el \ J_ n+1 ‘
b) Sa se calculeze suma:
S_\/n+l_-ﬁ+l+ Jn —Jn-1+2 . Jo-1-+m-2+3 L J2 -1+n
-\/n+1+\/ﬁ+l 2(\[H+\/n71)+] 3(\/n71+\/1172)+1 . n(\/§+l)+l.
43. Sa ‘;e determine multimile:
xel 4X~5€~1;
1 X+ 1 f
B= fxe(x) x:\/5~n.neﬂl;
| 5 "N
C:JneN ’2n+l€~l:
l n-3 f
D= JX X = -r—i—f.nehjlmh:
l 4 -n [
E:l?\l,zm-Jxel) x—\/lb"S“ _Nl.
1 4 J
(J44. Sa se determine x € # astfel incat numarul

J5-2v6 + 18 + 82 ++/28 - 1043 o,
% =2 o

12
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TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

O 1. Determinati media aritmetica, media geometrica si media armonica a
numerelor:

B 7 =1 .(\/EN_ ff]
(V7 +1)(8-2v7) (VB-V2 J5+v2

J162 +12% +416% 122 - /16 -12
18 + 228 )

Q 2. Sa se demonstreze ca oricare ar fi x € 2, numarul:
(2x* -3V2x + 1)(2xZ +9- \/18x) +16 este patrat perfect.

B =

(4fx2 FX—

1)(4)(2 +x~5)+4

Q 3. Sa se simplifice fractia
P ' (4x2+x—1)(4x2+x)~6

O 4. Sa se determine multimea A={xe# s Sl e N] .
x+4 f
Testul nr. 2
O 1. Fie numerele a = V8+3 sib =3\/—2_;4. Sa se arate ca:
2 2V2

a) media aritmetica, media armonica si media geometrica a numerelor a
si b nu sunt numere irationale;

b) media ponderata, cu ponderile 3 si 5, a numerelor a si b este numar
irational.

Q 2. Sa se determine multimea A = {x e ‘ Vx? +8x+20 e N}.

Q 3. Fie a=y3-4/8 sib=16-32.

Calculati 2’ +a’ -b+a® - b+...+a’b-2b+1.
XZ yl ZZ y
Q 4. Fie x, y, z numere reale strict pozitive. Daca — i — e, B8
¥y oz X z X
se arateca x=y =2z
13
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1.2. ORDONAREA NUMERELOR REALE

045. Daca a si b sunt numere reale pozitive, sa se arate ca:

2
2 <<ab < ﬂ.
N V2

® |
o=~

(J46. Daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, sa se demonstreze inegalitatea:

ab + be . ca <al+b+c
a+b b+c c+a 2

(J47. Daca a, b, c sunt numere reale pozitive, sa se demonstreze ca:
a) (a+b)(b+c)(c+a)=8abc;

b) a(b2 +c2)+b(a2 +c:2)+ c(a2 +b?) 2 6abc;

c) 2(a‘°’+b3+cs)2(a+b)ab+(b+c)bc+(a+c)ac;
d) a? +b? +c? —ab-ac-bc>0;

e) (a+b+c)*23(ab+ac+bc);

f) a® +b® +c® > 3abc;

g) a* +b* +10a’b? > 8a°b + 8ab® - 8a’b?;

h) 8ab(1—ab)s(1+a2)(l+b2);

i) (a+b)458(a4+b4):

j) a® +b® +27 > 9ab.

(348. Daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, sa se arate ca:
b+c a+c a+
a) + + L

.
a b c oo
a® b® 1

b) —+—+—>— ?.

) » C+a#3(a+b+c),

c) daca a” + b? +¢? =1, atunci —%Sab+ac+bcsl.

(349. Daca x,, X,, ..., X, sunt numere reale pozitive cu suma egala cu 1, sa

se arate ca:

a]\[x,(xz+x3+...+xn)+.\/x2(x1 FXgH o+ Xy )

n
+\/xn(x1+x2+...+xn,,)s—.
2
X, X X,X X, X
b) 122 4 278 4 . 4—ad <l;
X, +X, X, + X4 X, +x;, 2

B Algebri  I. MULTIMI $1 ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

o) ’xz Xyt Xy ’xl Xy b Xy K A Xy de kK
Xl X2 Xn
1

1(1 1 ]
< —F—F |
2\x X Xn

n

(150. Daca a,, a,, ..., a, sunt numere reale pozitive, sa se arate ca:
-1

Jaa, +fajag + ..+ Jaa, +a.as +...+4a,,a, < n2 (a, +a, +...+a,).
(151. Sa se demonstreze ca daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului
ABC, atunci:

a) b(a2 +(:2)+c(a2 +b2)+a(b2 +c2)> a® +b® +¢%

b) a® < 2(b2 +c2);

c) m(ﬁ) = 90° daca si numai daca \[2(a +b)=Ja+c+Ja-c.
152. Sa se demonstreze ca:

Ja? +b? +4¥b? + 2 + JaZ+e? 2 V2(a+b+c), oricare ar fi a, b, ¢ > 0.
f153. Sa se demonstreze ca oricare ar fi a > 1 are loc inegalitatea:

—1—— >2Ja+1- 2+/a.

Ja
(J54. Fie a, b, c numere reale pozitive. Sa se arate ca:

a) daca a+b+c=1, atunci l+—l—+129;

a b c

b) daca a+b+c=1, atunci ab+bc+ca£—;— si abcé—z%;

¢) daca abc =1, atunci a+b+c23.
I55. Sa se demonstreze ca:

a) V25x? — 20x +20 +y? -642y +19>5,V x, ye I
b) Jax> + 8x + 85 +5x2 +10x +69 + V6x* +12x +55 218, V X € I,
c) \[x2+4x+31+\/4y4 +8y% +29 +492% +122+53 >15,V x, y, ze k.

0156. Fie x, y, z numere reale pozitive astfel incat x +y +2 = Xyz. Sa se arate

222 22

ca 36<4(xy+yz+x2)<9+Xyz.

157. Sa se demonstreze ca:

55 2) +fy(x+2) + 257 y) S VB (x+y +2). ¥ %, ¥, 7€ (0, +0).

15
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058.

Daca x, y, z sunt numere reale pozitive, sa se arate ca:
x(y+1)+y(z+1)+z(x+1)26(xyz.

(059. Daca x este numar real pozitiv, sa se demonstreze ca:
a)\/;£1+x: b)\[ﬂg,l.
2 X 2x
[160. Daca a, b, ¢ sunl numere reale astfel incat a + b+ c =1, atunci:
V3a+1+V3b+2+/3c+3 <6.
J61. Daca a, b, ¢, d sunt numere pozitive astfel incat a+b+c+d=1, sa se
arate ca V8a+1++/8b+1+/8c+1++/8d+1<8.
[62. Sa se arate ca:
2 J6 12 J20 J30 a2
a) —+—+ + + + <3
3 5 7 9 11 13
) . 2n(2n+1) P
b) £+—2—9+ = +...+A\/“—(—)<E, neN.
5 9 13 4n+1 2
(063. Se considera numerele pozitive a,, a,, ..., a, cu produsul egal cu 1. Sa

se demonstreze ca: (1+a,)(l+a,)...(1+a,)=2"

164. Se considera numerele reale pozilive a si b. Sa se demonstreze inegali-
tatea: [1 +?—] +(I+E] =2 neM
b a
a’+2
(065. Sa se demonstreze ca pentru vV a € I are loc relatia: \/—2_— =z 2.
a® +1
166. Fie x,y, z. te(0, +x).

- - X Z
Sa se arate ca PR S +
X+z+t X+y+t X+y+z

nu este numar natural.
y+z+1

(067. Sa se compare numerele reale a, b, ¢ stiind ca a=2,
c=5-x%, iar xelb.

b=3x-1,

168. Sa se determine numerele x, y, ze N stiind ca este verificata inegali-
tatea xyz+ X+ y+zZ<Xy+xz+yz+1.

(69. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC care verifica relatia:

Ja? —12a +40 +Jb? —63b +28 + Jc> ~6c+25 <7. Sa se determine lungimile
laturilor triunghiului si masurile unghiurilor acestuia.

16
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TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

. Fie a, b, ¢, d numere reale. Sa se arale ca:

2(ab + ac + ad + be + bd + cd) < 3(a” + b* + ¢ +d*).

(n-1)-n(n+1)
# 6
n -1
1 B 2k
kK2 -k+1 k?+k+1 (kz-k+1)(k2+k+1)'

,neN n>2.

a) Sa se arate ca

B} 1
b) Sa se arate ca S, < ry

. Determinati minimul expresiei: 5x° +18y” —12xy - 2x - 24y + 20.

. Sa se arate ca pentru orice numere a, b, ¢ € (0, + =) are loc inegalitatea:

Ja Jb . Je s B
(a+b)(a+c)+ (b+a)(b+c) (c+a)(c+b) 4+Jabe

Testul nr. 2

. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive. Sa se arate are loc inegalitatea:

1 & 1 N 1
a®+2 b*+2 c2+2

V3 a+\b+ e
2 abc '

IA

. Sasearateca a(a-4)(a®-8a+12)+1620.V ack.

. Fie a si b doua numere reale oarecare. Sa se demonstreze ca:

(a+b)”
2 ' y 2
b) daca a. b, ¢, delk si a+b+c+d-2=0, atunci aZ+b?+c?+d® 21,

a) a’ +b* >

. Sa se determine numerele reale a si b stiind ca verifica relatia:

[£+%J(\E+7IB—JZZ{\/%+\EJ siazl,0<b<l.

17
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1.3. MODULUL UNUI NUMAR REAL
Sa se calculeze

~|-5]+

b) |2\/§—3|-|—\/§’+3-|1—J§|;

©) [4/3 - 8/-[3 - V3| +|5 - 3V3];

@) V2 - 3|+ 52 - V3| +[1 - V2| - 3]-3].

070.

a) —3

ki

O71.

Sa se efectueze:

a) V22 -12.2 +\/17—12\/——%;

b) V21-12V3 — /52 - 3043 -7 - 43:
¢) V76 -323 +16V3 +28 - 4\-6V2 +11:
d) 7-210 + 213230 ++17 — 4415 - 4/40.

0072. Care numar nu este intreg:
a=v30-12/6 +2/4 - 12 - 27 -18/2;
b=y11-96 +14 - 46 - /4 -23;

c=38- /48 + 43 -302 + /2546 ?

0073. Sa se determine numerele reale care verifica egalitatile:

a) |x|=36; b) |a|=-16; ¢) |-b|=|-81; d) ’ya\/g'zlx/g
€) |32—4|=0;ﬂ|\/§x+\/§[=\/5-7 @ X 1 L 3x-2

h) |(5x - 35)(y - 6)[=0; 1) |x* —1’+|2x—4|=
P |ax? ~12x+9|+[1+25y” +10y| =

0074. Sa se gaseasca numerele intregi care verifica egalitatile:

a) E—L ——(XS Y 5; 7:
b) |(x+4)(x+2)—~(x+1)2

©) [(3-x)(

2 2.
e (-3 -2
3 2 9 4

0,8(3) =

d)

—8|;

-

(J75. Folosind proprietatile modulului unui numar real sa se determine
numerele reale care verifica:

07e.

O77.

a) |x - 3|<
e) |8x2 +5x

0; b) [3x-4|<0; ¢) [2x+8/<2; d) |6-5x|-2<0;
20; f) 15-3x]>0; g [3x°

<0; h) 2x-5|>1;

i) [-12x - 2|2 2; j) ]x3 +x+]‘ +|x'3 +]O‘ <Q.

Sa se rezolve inecuatiile pe multimea specificata:

4n +1 1 ) n-23 \l .

). 4>§,neN, 2n——17—?:/ ).neN,
2| [ 1
c) ‘2+ g >L,nel d) ’3 31 <~— ne# n<10;
+2 10 n* +1

i 2*3 e pem P A >-2- neN,

2" +1 17 3" %2 297 ’

4-5" +1 7 1-3-4" 14

e - — = M h) |3-2" 4+ ——|2— , neh
T T S ) BT
Sa se rezolve ecuatiile:

3jx|-5 5lx|+1 2Jx|+6 |x|-
a) = = =

2 4 8 2

2|x+1|+5 3 ~3|x+1|~27’x+l|+10.
b) 6 _E'l‘“]'“ 15 30

|-x -2 — -
c L1 =(V2 -1)|x + 2| ++/3;

(\/5— /3) |3xfl’—~——~ V4 Zf 1 -3x|;
€) V4x® -16x+16 +5(|12-x|-1)=9;

) 2(4x-3)

—5ld 4x|+3=0;

g) 3(3J(4+5x) +2):50x(x +2)=20(x —1).
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[178. Sa se rezolve inecuatiile:

a) [x-1]-(7-|x+4]) 20 b) [ (|4x+1-7)<0;
1= 11). x5 3l < O 3x-2-3

c) (IBx+1-11)-]x+3[<0; d) B 1] <0
_5l(lx _ 3l _2) <0 2x-7]

e) [4x-5|(jx-v2|-2)<0: 9 5 Ten1 - 0;
}x2~4’ %

g I2x-5[-37

(079. Sa se determine x e N si neN' stiind ca x + |x — 4|+ 2" = 36.

(080. Dacda acN si be# \ N, sa se scrie sub forma mai simpla expresia:

\/2532~\/f \/2a+] \/b~ ).

[d81. Daca -2 <b <-1, sa se rezolve ecuatia:

Jb+1)° —J(b+2)* + (3-2b) = J(b-3)".

[182. Daca x <0 sa se rezolve ecuatia:

’xz +8| -|3x —Zlf,l(xAiT)i + \/(53?— Jxt - J(-2x)? =

(183. Fie x, y e astfel incat [3y -2x-6|<5 si |[3x -4y +1]<2. Sa se arate

ca-12<y-x<2.

(084. Fie x,y, ze L astfel incat 4x* + y? + 92°

determine cea mai mica valoare a lui x si cea mai mare valoare a lui y.

085. Fie x, el si o, e{-1, 0,1}, i=1, n. Sa se arate ca:

o X, + Xy + ..+ @ |5, + [ + .+ [,

n n|*

(186. Sa se demonstreze ca |a -

(087. Daca a, bel, sa se arate ca:

a) |a+b|+|a-bl<2Va® +b*;

la + bl

al 7 b
1+]a+b[ l+|a] 1+|b|

20

~4(x+y)-3(1+2z)=0. Sa se

2
~b+csb’+(a+c),Va b cek

B Algebrd « I. MULTIMI $1 ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

18s8.

089.

d9o0.

d9a1.

0O92.

d93.

O94.

Daca a, b, ce R\ {0}, sa se demonstreze cx:
a-b, b a=b| |b-
+ + ’

C—a|>
|l ¢ | | a] c |

b |~

¢l |c-a
b

a

Daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, sa se arate ca:

(ab+bc+ca)-1——§ab—l+bc~l+ac—l.
i a b
Daca a, b, ce R \ {0}, sa se demonstreze ca:
1
o (o b+ )y g )29
fa] " T6] " [
I .
b)|a+b|~’175+\b+c|» +[a+c|-l—ggg2[a— +b—%+c~é).

Daca a, be R sa se arate ca:
2(|Ja+b|+ lab') <(|a| + [bl)(|a] + |b] + 2).

Daca a, b, ce R \ {0}, sa se demonstreze ca:

L+L+L a% + b? +¢?
la| “[b| [e[”  |abc]

Pot fi adevarate simultan inegalitatile:
|Xl <ly —Zli |y| <|Z-x'; ’ZI <|X ﬁy|?

Fie a >0 si x, y, ze R astfel incat |x'<l, [y|<l, |z|<l.
a a a

Sa se demonstreze ca:
X+y

1 X+y+z+a’xyz
l+a’xy| a’ b
Xy

a) 5
a 1+a®(xy +xz + yz)

{ <

1
=

21
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TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

Q 1. Sa se determine solutiile intregi in cazurile:
2(5/x|-1) 16]x[+13 1 2|x|/+3
15 10 3 2
[10x +1]
3-|6x-4|

b)

1+4x?
x> +3

v

c) |4—

L
5
Q 2. Fie x, y, ze R care verifica egalitatea:

x? +4y® +92% - 2x - 12y + 62+ 10 = 0. Sa se arate ca é5x+y+z£4,

Q 3. Sa se calculeze valoarea expresiei ,/(a +3)” + (3b?) + \/g(a -5 +(b-2)
stiindca a-4b+3=0 si 0<b<2.

Q4. Fiea, bceR sia+b+c=0.

Sa se demonstreze ca L — + 12+ 1 :l+l+l,
b a b c
Testul nr. 2
X+y 1
Q 1. Fie x, y e R astfel incat |x‘<— si |y|<— Sa se arate ca [-——2—| <=,
1+4xy| 2

Q2. Fie a,b,celR si (a+b)(a+c)(b+c)=0. Sa se demonstreze inegalitatea
-

1.
|b+c| |a+c' |a+b|>

O 3. 54 se rezolve ecuatia (x - 2)* +\/(x -3)° + \/(x ~4)* =8 pentru 2<x <4,

O 4. Fie numerele x, yeR, x € [-1 2] si 2y -x=1. Sa se determine valoarea

expresieiE = /(x +1)* +|x - 2| + \/3 (2y -3)" +(x-2)° +/x* +12y® +2x +1.

22
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1.4. APROXIMARI PRIN LIPSA SAU PRIN ADAOS

95. Sa se scrie aproximarile zecimale prin lipsa cu o eroare de 102,107 si

10* pentru numerele:
a) 2,403571; 0,873134; -2,413256; —4,89317:
)E 65 1232 2005. 5249687. 8214
86 12 ' 15 10° ' 107

) V5; —-5; /8; -/8; 3,44 + ~.

096. Sa se scrie aproximarile zecimale prin adaos cu o eroare mai mica decat
107,10, 10* pentru numerele:
a) 2,34215; 4,02872; -3,25712: -0, 68149;
b) 20240’ 21405238 - 2455381102 25 N 425; _5&2
24 10 12 27 7

c) 4v2; 3m; — J15; - J125.

[197. Sa se determine trunchierile de ordinul 2 si 3 pentru numerele:

4,245982; -6,465248; — /10 352 ;4,2(41).

(098. Sa se determine rotunjirile la a doua si la a treia zecimala a numerelor:
J6: J8: 390 802 427 40239152

’ )

17 " 13" 6 10°

1+\/§
2

(099. Se considera numarul real ¢ = =1,61803398... (numaérul de aur).

Sa se determine:
a) aproximarile zecimale prin lipsa si prin adaos cu o eroare mai mica
decat 10", ne{2, 3, 4, 5};

b) trunchierile de ordin n, ne {4, 5, 6, 7};

¢) rotunjirile la a n-a zecimala, n e {2, 8, B, 7}.

(3 100. Stabiliti daca:

a) 180 este o aproximare prin lipsid cu o eroare mai mica decat 10

10442
pentru ;
58

b) 100 este o aproximare prin lipsa cu o eroare mai mica decat 102
10501

entru
g 105

23
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ae)

101, Sa se

3
este o aproximare

Fie 0 aproximare pentru +/3. demonstreze ca numarul

a -

.mai buna“ a lui 3.
a-+1

=
(1102. Fie be®, o aproximare pentru —. Sa se demonstreze ca numarul
3
9b + 7 . , " ) A7
————— este 0 aproximare ,mai buna“ a numarului —
9(b+1) 3
) . 2+ 7 . . i}
(1103. Care dintre numerele re€) si —— este o aproximare mai buna
2(r+1)
! V14
pentru numarul —— 9
2
. a " . = R 5
(3 104. Numarul =" € este o aproximare pentru J5. Sa se arate ca
)
| T | | |
a+o :\/57f1.
+b b
(3105. Fie ae(0, +=).
2 2
a) Si se arate ca a <2 <= sau Z <2 <a.
a a
< . 1 2 2
b) Se considera numerele reale a, =- (;1 f— ]: a, =—| a, 4 ~——J
2 a 2\ a,
L 2 o G . .
Ap = | Qg + - ‘ Sa se arate cadaca 1<i< j<10 atunci a,; esle o aproximare
£\ Ay

)

. 7
.mai buna" decal a, pentru V2.

24
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7 5 PARIE IIVTHEAG'A PARTE FRACTIONARA

3. Sa se calculeze partea intreaga si partea fractionara a numerelor:

= - ¢ PP
a) 3.28; 4,(24); 3.1(5); 22; 47, 32, 53. 2435
6 3 3 2 18 °
— — 4 [435
b) V/8:1+5:1-6: — 12 : jii—)
1 "V 15
2,4 . 1 lo-42: - /57 - 2843
— = —=——iV9-42; - 57 -28.2.
J2' V2 -1 a3 -7 X

(0107. Sa se calculeze partea Intreaga si partea fractionara a numerelor:

a) (2,1)"; (-1,1)"; (-3.2)°;
b) (V2 +1); (V5 -v2)': (v2 -1)°

= (1
[1108. a) Daca x [ );It'l 1(6)! =3 + {Z} } :4.(3):. a se determine (\}
{
Ix}, [5x]
L E .
b) Daca y+5-{28(3)| |5 -& J!: ]l;]f +17.0(6)} 4 :1 + \_/'5}. sa se

determine {y}. [y]. [6y].

(31109. Se considera numerele A — \/u +2 ﬁ]ﬂfili, Bi= JG ; 1"1 :l ne™ n>\1.

2
Sa se calculeze {A - B}, [B- A] si [/L\' ]

" . ) ] 5 9 15 n° —-n+3
(0 110. Se considera numarul a, =——F ——f — i ——. neMN, n >l
1:2 2-3 8-4 (n—-1)n
Sa se determine [a, ] si {a,].
5 . g } 1 1 1 1
(J111. Se considera numarul b=t ——t—— b ———— e
1-2 2-3 3-4 (n+4)(n+5)

Sa se determine n astfel incat {b,}=0,99875.

0112. Sa se (dl( 11[( ze partea intreaga a numerelor:
a) \/11 +1N, neMN; b) \/11"' +3n, n e N;
c) Jn? +6n, ne ™ d) Vn® +5n. neN:

e) V4n® +n, neN.

25
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(3 113. Sa se calculeze partea intreaga a numerelor:
a) (\/54 \/EK“TTH b) (\/Hﬂ Jffﬁ)‘

/65051 ! 1275.

(J114. Sa se verifice egalitatea: fol 2] fi J2-3 4 EL

1
\
(J115. Sa se demonstreze ca pentru orice n e N numarul:

{\/ J {\/ l Fl Jn? + n} este patrat perfect.
(J116. Sa se arate ca:

0 [T2)o [ o [ |- 2, e

3 z = 7 n(n-1)(4n+1)
00 [+ [+ [\B ]+ ..o [ 1] - RL1(4n+D)

(J117. Se (‘onsideri numarul;

A:L 2° L]A_J“*?f{]“]—o}(—);}neN'_“:.

Sa se determine {A}, [A], [8A], {16A}.

(3118. Se considera numarul:
1 1 |

T 2(Vi+v2) 23(V2+v3) " Jnnry)(vn+nel)

a) Sa se scrie sub forma restransa si sa se calculeze [a], {a}.

. ) 4
b) Sa se determine n e ™ pentru care {a}=—.

5

[119. Se considera numarul x = \/Qn rdn neN siy= \/111 n,neMN .

a) Sa se determine [x| si sa se dovedeasca faptul ca {x| <
» . o . fol o 1

b) Sa se determine [y] si sa se arate ca |y} < i

4

£7120. Sa se determine numarul xy stiind ca I \/;y J =6 si x+y=6.

(J121. Demonstrati ca pentru orice x, y € &2 au loc inegalitatile:
a) [x]+[y]<[x+y]<[x]+[y]+L

b) [x]-[y]-1<[x-y]<[x]-[y].

26
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0122.

(J123.

Sa se demonstreze ca:
a) [xy]2[x] [y] daca x, ye [0, +»); (generalizare)
b) [xy]<[x]-[y]. daca x, y e (-, 0].

Sa se demonstreze ca pentru oricare numere x,, X,, ..., X

inegalitatea:

(% ]+ [% )+ o+ [x ] <[ + %5+ X, ] <x ]+ [x ]+ +[x,]+n-1.

0124.

0125.

0 126.

0127.

Sa se arate ca:
a) n[x]<[nx]<n[x]+n-1 VneN xel
b) n[-x|<[-nx]<-n[x], xeR, neN;

n(n+1)

c)

n

1(n +1)

5[] s[x]e[2x] e [x] < 22 ] 4

Sa se demonstreze ca:

a) { x}} ={x}, V xel;

b) {-x}=1-{x},VxeR\ I

c) 1-{x}}=1-{x}, vxeR\ Z

Sa se demonstreze ca:
a) [n]+[-n]=0enek
b) [n-a]= nf[ ]-L.VneZ aeR\Z;
c) {n-a}l={-al=1-{a},Vnel,ach \ L

5Sa se demonstreze ca pentru orice n e M are loc egalitatea:

[Va+a+1] [Vans3]
i — =2,

[Van+2] {f Fn |

. Sa se rezolve ecuatiile:

a) [x+1]=4; b) [8x-6]=7; ¢) [x]+[x+1]4 [x+2]=x+=:

d) [x]+[x-3]=1+[x+4]; €) [x]=2-x 6 [2x]=x 1 i

(x+137] x+20 x+1] x4+2
g }: ; h) Lkl =x-2; i) ~y*£‘:‘s‘“‘;
6 i - 2 3
3x -1 e LA .
| "}:xﬂz; k) [X-5].x-10. ) [8x+4)_4x+3
i 2 4 | 3 L 5 7 5

e are loc

n(n-1)
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: %2 B | _x-5 ) 7[x]2 . 8[ X] fepal {g}—,! | B {?\ +1 J ; (1136. Sa sc ::11‘ate f,:z‘l pentru oricare numere n, p e N are loc egalitatea:
- 3 : 3 )7 | {“ N ,’f}__:!{l 1 {MPJ |
) x* 1] [x*+ -.r)’Zth};{4x—y—5‘_5x4—l 1 pl L p P
2 3 | L 3 | 6 | 3 ‘ )
(3137. Sa se .(_l(fterlrllinre numerele naturale p pentru care:
(J129. Sa se rezolyc in B ecuatiile: {%} 4' 2 ;L 1 + B2 n, pentru oricare n e M.
a) 4x“74tx2]\ 1=0; b) x“—l6[x]" +64 =0. :, P p | L P |
) ] 4 i (J138. Sa se determine numerele naturale p, q. r pentru care:
7 130. Sa se rezolve ecuatia [5){2 -10x - 12] = L—sz +10x — IZJ. i i+il e
| ; L q * =n, peniru oricare n e M.
| . | r |
(1131. Sa se arate ca pentru oricare n e N, numarul: f
[ |n® »(11 +1)° >(n o+ 2)2 s vtrat oemibt (1139. Fie f(n)=an®*+bn+c a, b, ced a=0. Sa se determine a, b, ¢ in
(n)= T + = +|———| este patrat perfect. cazurile:
f(n)] [f 1) ‘
a) ( (, ) + iu :(n+l)z. vV nem
1 132. Sa se arate ca pentru oricare n e N, numarul: 2 2
. 2 n+1?] [m+2P] [(m+3)?] [(n+4) f(n f(n+1 )
f(n)= L%} + P = ) J-’r i = ) + ( = ) + (’;—)* este patrat b) (2 ) * -LQJ este patrat perfect pentru oricare n numar
; B B 5 5
perfect : . ) natural;
f(n)] [f(n+1) f(n+2)] [f(n+3) 2
—d B S A TR B Sl S g’y ) G N
(1 133. Sa se arate ca pentru oricare n e N, au loc egalitatile: c) { 4 J ‘ { 4 : 4 ' a =(n+2) . VvneM
a) n’® +n . “2+3“+2.4(n+1)2' o
2 2 ’ l (J 140. Sa se delermine x € 2 pentru care are loc egalitatea:
2 9 = g T (g2 T l 1 1
2 2 4 Lt 2 - “I ~2 ¢ 9 - —_— | = e
b) {n;n}{n 4in+ZJ+[n +Zn+6J+|n +74n+12}_‘“‘r2)4. x+2747x 2:![2x]

(3141. Sa se demonstreze ca pentru oricare n e N, are loc egalitatea:

[nJrl" IH-QJ {n + 2"‘l
= - —— |+ } - t ... = I
Z ] 2_ 21(-I

[J134. Sa se demonstreze ca pentru n eN', are loc egalitatea:
1] [2] [3 n| [n][n+1]
— N+ 2] S == = | —— |-
2|"12] |2 2| (2] 2

-
[31135. Se considera n, pe™ si {(n, p)= {1 .
p

n+ 2%
nre 1y

B

a) Sa se arate ca [(n, 3)+[(n+1 3)+f(n+2 3) este patrat perfect pentru
oricare ne N,
b) Sa se arate ca pentru oricare n e N, numarul:
f(n)=f(n, 2)+f(n+1 2) nu este patrat perfect.
¢) Sa se arate ca daca numarul f(n)={(n, p)+f(n+1 p)+{(n+2 p)

este patrat perfect pentru oricare n e N, atunci p = 3.
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® Algebré ® 1. MULTIMI $1 ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA
1.6. OPERATII CU INTERVALE DE NUMERE REALE

{J141.Care dintre urmatoarele relatii sunt adevarate:
1 1 2 19 2
—e|l-—,=1|; b) -5 B, B); -10, 2]; d 49&(-‘ ——]
)36{ 3’ 5} ) -5¢&(-5,5); €) 2¢( ]; d) 5" 8
e) V3e(1,731,74); ) -ne(-3,14; -3,141); g -2,01(-2,0};

) 1,(4)6{2; 1,(8)} i -?e(#fa 0.(6)); ) ~2.01€[-2.0(2), +);

»

K) 3.2(4) e [146 141]?

47 41

1142. Folosind definitia intervalului de numere reale, sa se expliciteze relatiile:

1 2 3 1
N O E R PER Pt
e)ne(—oo,O];f)pe(—oo,—ﬁl] g)ae[Qg,ﬁmj h]be( \/5,\/5);

\

i) ce (-3, +x); j) dE[—oo, —%J; k) eg[-1 4] D) ue (-2 5];

m) v¢(-3,5,4,8);n) x¢[a b]: p) y¢(a +=); @ z¢(-» 0]

(7 144.Se dau intervalele de numere reale:

1:[—3, %}:J:(—%,g—)ﬂ( (:2,) 2] =[L, 6).

Sa se efectueze operatiile cu intervale:
1.a) Iud; b) JUK; ¢) IUL; d) IUK; e) JUL; f) [UJUKULL
2.a) InJ; ) InK; ¢) InL; d) JnK; e) INnL; ) InKnL;

g) IndnKnL.

(7 145.Sa se determine Z N1 daca I este unul dintre intervalele:

4
(-8, -4): [-2.5): [ 3,0, 221, ‘—2—5~E) (_E?_' 0 O)
10 3 2 . 6 3102
(-5417, - 443); { Jiza, - 440 J (~ax. 21),
(1 146. Efectuati reuniunile:

a) (-2, 3]U\:3' g) b) (4. 1)u{-4, 1}; c) [7, 10]u(~3. 7):

d) [-3,4; 1]&{—3,8: %} e) [-3.(12); V2 ]u(-3.1(2): L4);

30
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0 (- -VB)u[-V10; 1.74); g [_E E}{ 15 14},

h) (-, —2,1(3))u[—

23’ 47 47’ 23/

J ) (-, ~6)U[-10, 0); ) (-2.5) U[-1 +o0).

00147.54 se determine x, y e R daca x <y si:
7]; b) [x, y]u[-6, -3]=[-8, -3].

a) [x, y]u[-3, 4] =[-5

(J 148. Efectuati intersectiile de intervalr :

—] b) [-3,(4). 1)n[-2V3,1,0(8 (8)];

|-
o) (-8, 2)[2. 8); d)( 1, 5} {_ 2) o (% j [_ ﬁj;

23 1) |_5
a)( 2’ 21“[ e

0 (-4.6)n(3,9)n (-1
i) (3, +w) N (-2, 5); j)

[0 149.5a se efectueze:

7);

(_

8 (- -1)n[-8. 1); h) (-, 2) A[-3, 10);
#00) A (=, ~1,1).

a) [-4, 15]n{-2, 5,15}; b) [—41,51)01; c) [—I, %}ml;

=
d) [ -2,5; 7—JmN e) r\[o 53} f) (—oo, §E)mN;
e

10

g | -4, } [Z 8:] h) (Z \ ™) ( -?% +oo);

D (Z\ Q) [ }j)[zz]\l h) [-1 4]\ N.

0 150.Sa se determine numerele reale X, y In fiecare dintre cazurile:

a) [x, y]n (1, 3):{2, 2—

10}

b) [-3, y]n

3

0151.Se considera intervalele de numere reale: l:(-m, E} J=(-3, +x);
5 | ! ]

1

=(-2,2); L= [5 l}. Sa se calculeze:

a) INGINKINLJNLK\LL\LJ\K: L\ J:
b) C,(K); € (L); Ck (L): €,y (K); Cg (K): Cy (1); Cy (J): Cy, (L)
Cy (KUL); Cy, (InK); Cg (I \ K); Cy, (Cy (L))

c) C,, (Iud); C,(Ind);
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~[-1.4].

C, () C, (J) si sa se compare multimile

(7 152. Se dau intervalele de numere reale 1=[-3, 2] si J
a) Sa se calculeze C, (1w J),
obtinute.
b) Sa se calculeze C, (InJ). C, (1)U C, (J) si sa se compare multimile

obtinute.

o

5 ] s
(1 153. Fie intervalele de numere reale 1 = ( 4%' 3J si J= Lﬁ 51, unde a M.
\ . a

a) Sa se determine InJ, 1ud, I\NJ, J\ L
b) Sa se evalueze in functie de numarul de elemente multimea K&,
unde K=1nd.

(J154.Fie numerele reale pozitive a, b si intervalele de numere reale
gt a+b’

I:(~rfJ, \/ab): J :( £ ll? ; ‘; )). Sa se determine 1nJ, 1ud, I\ J; J\ L
a+b

PR SR .

(0 155. Se considera intervalul I, 7{2 -+ f—~. D —~] nemn .,
n

a) Sa se calculeze I, N1 I, 1 1, N,

b) Sa se determine I, "™

(1 156. Se considera intervalul [ [2 Fon, T —= LJ nem.
n n

a) Sa se determine I; n[4, 8]: [, U1, U],
b) Sa se arate ca I, <1, n1,.
¢) Sa se evalueze multimea I, n# in functie de numarul de elemente.

;G (L)

0 157.Fie intervalul 1 =(a, a*), ae®" \ {1j.
a) Sa se determine a astfel incat 1eln(a, +»).

b) Sa se determine a astfel incat I "N ={3}.

(0 158.Fie intervalul 1=(0, se determine intersectia

dintre [a, b] si intervalul:

two), a, bel si a<b. 5a

" a+b’ ] 2ab a+byJ2 a+by3
a) | O, ; b ab, b+1): ¢) |a-1, —:d[ = |
)[ 2 J ](\/—SH ) )[1 a+~b,] )\lsz 1+/3
(J 159.5a se determine x si y in cazurile:
a) [-3. y]n[x, 4]=[-1 4]; b) [x, y]u(- =[x, 4);

c) [x, y]n (0, 3)=(0, 3): d) [x. 3]\ [y. 4] =[x ¥)

- - o __ ™ Algebrd * . MULTIMI $I ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA
(J160.Fie x < (0. +w). Sa se determine intersectiile de intervale: R
a) [-x, x] N[0, x]; b) [-x, x]n[-x, x? |;
) [~X, X}v”w[fx'i. X:&J: d) [,E é},r,["i, l_}
\ X X % x)
e) [-x+1 x+2]n[0, x+ 1]:

f) [-3x, 4x]n[3x, 5x].

(0161.Fie ae (1, +

«). Sa se determine intersectia [71 ljm(_ ] ) 1
a a az az ’

[1162.Sa se determine in functie de x intersectia intervalelor:

1,[X+1 3x+2 jo[x-1 x+3
2 ’ 4 vL"‘- 3 ‘72 .

(1163.Se dau multimile de numere reale:

l:{XelL‘

152}: J:{Xell..‘

<12

;z:z}; K = me"

a) Sa se expliciteze multimile I, J, K.
b) Sa se determine: 1UJ, JUK, I~ K, Ind, IndnK, INJ, K\ J, R\ J
Ci (K). C, (J).

N

0 164. Se considera intervalele de numere reale | - [a, b] si K =[c, d].
a) Sa se determine I stiind ca:
InZ=@ si la-b+1=a’+b? +2 _opy 1—5-.
2 16
b) Sa se determine K stiind ca:
K=

11} sije-d+2|=c*+d? —4d+9~.
2

¢) Sa se determine 1 "K; [UK: K \ I Ciois (1)1 €03 (B

0165.Fic a>0 si intervalele de numere reale I :( —i—. ;JJ, J= (~a. a“) si

K=1nJ. Sa se determine ac b
a] Kn#
b) Kn#

astfel incat:
are un singur element;
are n elemente, n > 2.
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@ PROPOZITIE. PREDICAT. CUANTIFICATORI

(1. Care dintre urmatoarele enunturi sunt propozitii:
a) ,Numarul natural 2 este par si prim.”;
b) ,Anul 2004 este bisect.”;
¢) ,Rombul este paralelogram.”;
2 PN
d) ,Comparati numerele (3°) si (2°) 1
e) ,Cine a rezolvat exercitiul?";
f) 3(x+1)-2=7, xeb

g) .Suma unghiurilor triunghiului ABC este mai mica decat 180°. 9

Sa se determine valoarea de adevar a propozitiilor:
a) ,Numerele 4 si 3,2 sunt direct proportionale cu numerele:
0,(981)-111 3
3 i -
218 1,875

O2.

0.6
b) .Numerele 0,(384615)-5.2 si ———

—— sunt invers proportionale cu
0,41(6)

numerele 4 si 5.;
¢) ,Prin doua puncte din plan trece cel putin o dreapta.”;
d) .Diagonalele dreptunghiului sunt congruente si perpendiculare.”;
e) ,Medianele unui triunghi nu sunt concurente.”;

“

; 1 . . : ‘
f) ,Numarul 5 este solutie a ecuatiei 4x* —-8x+3 =0

[J3. Se considera propozitiile:
p: .Cel mai mic multiplu comun al numerelor 60, 504, 180 este triplul

numarului 840.%;
q: .Cel mai mare multiplu de 72 mai mic decat 1000 este multiplu de

78.";
r: .Doi vectori sunt coliniari daca au acelasi modul.”;
1

. . 1
s: .Media aritmetica a numerelor a=1+_—+ - +...+ ——,
2005

2 3
2 2004
b=14+—+—+...+
2005
Sa se determine valorile de adevar v(p), v(q). v(r), v(s).

este numar par.”.

S4 se stabileasca valoarea de adevar a propozitiilor:
a) ,Multimea numerelor pare si prime este infinita.";

VB-1 V5-V8 J7-5 9-V7

c) .Numarul A =, (\/5 = 2_)2 — /28 - lfﬁf e (\/E )2 e N

34

0O4.

b) . eQ\ I%

i

d) , min{ -1,41; - \/Q: - este — /2

RN

€} ,Numerele n, \/€:”9 n, ¥n? +2n. unde n e ™'
egala cu n.";
f) ,1001,, +10001,,,
! 2 2005
g .(-1) (1) (1) s 0
h) .1-(- [)"’”("* + 2 I)L),U(r:s 1

+3-(-1)
i) ,,(772)159 > —( ”3)““{ ‘.

au aceeasi parte Intreaga
ga,

+1000001,,, = 91

(o)

2002

Foo #2003+ (<1)° +2004 - (~1) = ~2004*:

D.(V2+ VB +2-78) +(V34 V5 -3 B e 2
1 1

n e L
1-2 2-3

(ol

kj

+- e
2004 - 2005

<0.91".

05. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiilor:
a) ,Distanta dintre punctele A(-2, 4) si B(4, - 4) este egala cu distanta
dintre punctele C(-7, 0) si D(3, 0).%
b) .A 500-a zecimala : s 20 A
WA B a zecimala a numarului == este cifra 3.
13 o
c) ..I’ulerxle cu exponent natural ale lui 3 sunt divizibile cu 9.*
d) ,Mediana imparte triunghiul in doua triunghiuri cu arii egale.”;

e} ,Diagonala paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile exprimate

prin cele mai mici numere naturale proportionale cu numerele ll 21' 2 !
Q' Ty “
- 3
este /485.;
. f) _Un trapez dreptunghic are bazele de 4 ¢m si 8 em si unghi un de 45°
uma patratelor lungimilor diagonalelor Ini este egala cu 102.%; |
g) .Fie (x. y)e l(x‘ V)| xelb, x>1 yeN: ! lrl
3 3y+2|
Atunci 2x + 3y =18.";

B *h) ilin cubul ABCDAB'C'D’ au loc relatiile AB+CC + AT = AC. AB + CO' 4
+B'A’= AA’ si AB+BC+DD' + D'C = B'C.*

i) .In triunghiul ABC, EF||BC, AE =3, AB=4 ™I Figura1
(figura 1). Atunci au loc egalitatile vectoriale: [
=i B == = .
EF =— > 81 FC=_F Lo —_— S—
F=2BC si FC=_FA", B—L >A

<
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I ) ® Algebrd « |. MULTIMI $1 ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA
(J6. Sa se determine multimea de adevar a predicatelor: ‘ 010. Sa se determine universul predicatului si multimea de adevar a predi-
a) p,(x):,.5(x+2)~2x:3(5+x)+7 x ek | catelor:
3 6 2 X+ 4
2 . Py 3 e e a) p,(x):,———+— =2—-—— XxeF
b) pg(x):.,-”(TfoM —(21\'-171) ~—(4\—1 —1~2\ x e D" ) pi(x) 2 -1 %1 T
- X+2 x’ -8 1
1 (3 — e b) p,(x):. ‘X+ — — - ——=—_, xeE"
c) p;(x): J7 1\/3 X’j\;ix’*(‘/g) “)‘(‘/‘; 1), x e U ) Py (x) x? - 4x+4 x° -6x>+12x-8 3 " y
d) p”x):.,vv2,4(Xﬂi’-))Jr5.2()(—4):4(0,95)(—2.2)~X‘fl (Xz Ai—l)z f—(x:"'—l)z 5 5 9% 4
c) py(x):, 7 ; It 71|77 x<E%
. . i x* — . ) X
7. Sa se determine multimea de ar)devér a predicatelor: , X + § X — =
x ) (% ) ¥ & ‘ 2 2
¢ o] __4,1j =(x-1)(2x+2), xeld"; ; . 9% 52 5
a).,p‘(x).(x+2 ) (2 ( ) ‘ @ p, (x):.|[% ]]*1* x-2| 16x ‘,::\+], SER
5 4 5 ] ) o N | X +1 X +1 (x+1) x-3
b) pz(x):“(z_{_x)* 72(X+1). —(X +2):x(34x)(x+3).‘\em, ", _
d p. . J3 (J_ )+ 2(x +1) _+5, xel"; 011. Sase detennine multimea de adevar a predicatelor:
af +J3 . a) p,(x):.[6x* ~5x - 6+ [2x + 3x%| = 0, x e I*;
) - ~J3) 3, xel".
d) p,(x):.(2x+3 - 1) 7(x+zf) (3x-1)(x +3)=(1-V3) +3, xel | B) p, (x .,,|)sl:~-;\.>\ell:
| i TP . .
8. Sa se determine multimea di adevar a predicatelor: c) py(x): . 1‘ =g A’2 - 4x[ b5 = — x e
3 s 2 o > g ' P
cxP+(1+48)x% +4/3x =0, x e R\ € )
a) p, (x) ( | ) | | d) p, (x): 3L X (2:4i,xe}l'“:
(x+1)° (x-3)° 8-x*+12x* _ - x-2| [x+3] 4
b) p,(x): . a .8 B SR e) p;(x):, 7xz~9|x|--»l():0 xed \ N
c) ps(x);,_(x~1)""+2x(1+-2x)+15:(x+2)3.xelﬂ\l“: f) pe(x): V4x* -12x+9 -6(3 - 2x|+15=0, x e "
d x): (x?P+x+1)(x*+x+2)=12, x e 2",
) Pa (%) i ) , ) P 012. Sase (lt(fl‘nlill( multimea de adevar a predicatelor:
) po(x): [ -3 +1)(x" 9% -8) =5 x N A ot s
, 7 42 -
N x4 Lk =5, xeQ" b) p, 3x-7|-8)<0, xe#d":
B po(x): X"+ oX o5 P, (X 3(( |-8) R
L] ] ( ) |5X 4| O ] “
s S L C Dl X ) : s—r -20, Xel 7,
(J9. Sa se determine universul predicatului si multimea de adevar a predica Ps [3x F8|
tului: ‘x 2"|
X + x-1 4 ) d) () - 1 <0 VA
() 22 2 =~ xeEY Pa(x):. Xe
a) p(X): e T o -11
3-x 2-x 1-x -
Yy = ]=— s —— xeE"
b) p, (x):. 34 x 1 94 x N 1 i 013. Sa se determine multimea de adevar a predicatelor:
o x 2xe3 axel o 8) p,(x): .[2x+3]= 5, x e b
o) Pala)in s e === e -
x-1 x+4 1-x° b &, | x=L) =40 _
x 15 5 - ) Py (X): 0| =5~ |=——> % ek
d) py(X)ivg—0-53 5. g T )
a 2x-3 2x°-3x X c) ps(x):.[3x]-5-{2,1(6)] =[5.(6)] + {-2.8(3)}, x e ";
d) p, (x): "4['}(2'17 9[x]+6=0, xe".
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J14.

015.

O1e.

Sa se determine multimea de adevar a predicatelor:
15

a) I)](X)Z,.§X+T\:l,xel

b) p!(x):.,i%,;\;q\_({iéj]{%*:ZE:U‘.;‘\EI
c) pli(n):.( b’ 51‘38F9r171r;N,ne

d) m(n):,,%%%l eN, neMN".

Sa se determine multimea de adevar a predicatelor binare:
a) p, (X y):.(x-3)(y+2)=8 (x. y)el <L

b) po(x y) W (x-1)(y+1)=14 x>y, (x, y)ed =L

c) p,y(x, y):.(3x" +4x 74-)2 + (yz - 36)2 =0, X, ye R,

d) p,(x y):.|[x+5y-17]+[3x -4y + 6| =
(2x+y+2)\/§+(4x+y+5)\ﬁ:O, x, y e

0, x, yelRy !
e) ps(x. y):»

Se considera predicatele unare:

p(x):.1L(6)x —O.l(6):4x+21. x € "
i
a(y): oy +1)7 +2(y-3)" —(y-4) =y* -2(1-2y), y e &". |
|
a) Sa se determine propozitiile: |

p(%]; p(2): p(-2): p(\/ﬁ) q(1); q(-3): q(2); 9(5); q(\/ﬁ) precizand va-

loarea de adevar a acestora.

017.

0Ou1s.

b) Sa se determine multimea de adevar a fiecarui predicat.
¢) Ce valoare de adevar au propozitiile:
(3x)p(x). (vx)p(x): Fy)aly): (Vy)aly)?

Zn+7

n+l
a) Sa se precizeze valoarea de adevar a propozitiilor:
p(0). p(2), p(4). 3 x e X astfel incat p(x)e# \ N

b) Sa se determine multimea de adevar a predicatului.

el ned".

Fie predicatul p(n): .

¥lx-=7 g <
Fie predicatul unar p(x): —L—f) T }3—[—,
3 10 3
Sa se stabileasca valoarea de adevar a propozitiilor:
Ax)p(x); (vx)lp(x (Hx)lp(x)

38

—_——————

(119. Fie predicatul binar p(a, b) \/( a -+ }) +5) \/( a+ h L ST Z @ b el
a) Determinati propozitiile 1’\( l—. 17| pil,=2), pl 3, 1 G} si valorile
L2 2 ]’ f.-)‘ e ralorile
lor de adevar.

b) Sa se precizeze valoarea de a

(Fa)(vb)p(a, b).

¢) Sa se verifice ca propozitia:
(Vva)ae(-2,5),(Vvb)be(-3.4)p(a b)e

levar a propozitiilor:

(Vva)(vb)p(a, b),

(J20. Se considera predicatele binare:
p(x. y): -4y +16>0, x, y e "
q(a, b): ,a” =4b -
Ce valoare de adevar au propozitiile:
a) (vx)(Vy)p(x y): (3x)3y)p(x. ¥):

2 2
XY
—~2ab+ 5b* la, bell

lp(x. y):

(3x)(3y)

b) (Fa)(Ib)g(a, b): (Vu)(\/h‘)’lq(n_ b): (Fa)(Vv I,))ilq(u. b)?
(J21. Sa se determine valoarea d( adevar a propozitiilor:

a) WVneM 54-3"%-21-3""'+8.3"" +13.3" 1 19"

b) .Wvnek (n®-3n+ 1)(n" 3n+3)+1 este patrat perfect”;

¢) . Inel, @(\/g - n)—#—»’l(n ~3)== S

2-5
Q) anepi\N A2 t80-1 .
3n +1

e) vV neN \ {1}, [2\/']7:117'_;,Tn) + V/i”\ 8n +4n? !n Le M

) VneN \ (1}, \/n - /)n —1 4 \/n } \/"1; 1 e{4n -3, ~h|7_1)‘1
J022. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiilor:

a) .(Ix)(Fy), 3xy -2y -12x+50=0, x, ye £,

b) .(Im)(¥vn), m* +n*+3m-1>0, m, ne#";

c) (Vx)(VYy)Vz), x* +4y° +92° —-2(x+6y)-6(z-2)zL x y, 2zl

d) . (Vx)(Vy)(Vz) (x+y)(x+2z)=(x+4 /v/) X, y, ze[0, +=)";

1
e) Vx,v.2ze(0 +w), (X+y+2z) e ! L ], 9
X V z
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(Fa)(3b)p(a, b);

M este propozitie adevarata.
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gl .

TESTE DE VERIFICARE

O 1.

. Sa se determine multimea de

. Se considera predicatul p(n): .-

Testul nr. 1

Care dintre urmatoarele enunturi sunt propozitii si care sunt predicate?
a)  Numerele 9. 14, 24 sunt direct proportionalc cu numerele 0,(3); 2,(3):
4.

b) ,Ecuatia 4(x—-2)+ Bx(x+2)=X~- 16 are solutia x =-1."

c) .(x L2) +(y 3y =2’ xy zel"

d) 252 = 2%, x e N

e) ,Oricare ar fi n e N, (1+n) =24

. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiilor:

3
I+ i n 143
a) p:.vY neM, (1) l-(»%} ~0.(407)-(~1) ~16:—--6~

% Z . i
b)q:.I3X Y Z2€ N, == - sixeste prim .
y 3.5

. Sa se determine multimea de adevar a predicatului:

p(x.y.2): _Masurile x, y, z ale unghiurilor unui triunghi sunt proportio-

nale cu 2, 10 si 12%.

Testul nr. 2

. Sa se determine valoarea de adevar a propozitiﬂor:

2ni+l

_om! 1 225.15™ (3 N
— este subunitar. !

o Numarul a=———mmg—prmd -
. 625" —25™

q: 2410 - 2421 + /(3775) _J53-207 eN".

5

adevar a predicatelor:
a) p(n): ,.\/Z~ 243 + Jan? +4n+1-2= \/2\@ L4 +dn2 +6n+9, neNy
b) q(x. y):.|8.8(3)x 12,(4)y + 59| +[2.5x ~13.(2)y + 104|=0, x. y e I’

3n+b
- 6n-9)-1
(=1 ()i——r)—/-ei. ned”.

4
Sa se precizeze valoarea de adevar a propozitiilor:

a) ¥ neM, p(n): b) IneN p(n); c) 3Inel, p(n) este falsa.
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OPERATII LOGICE ELEMENTARE CORELATE CU
OPERATII $1 RELATII CU MULTIMI

9.1. OPERATI! LOGICE ELEMEN TARE CU PROPOZITH
FORMULE DE CALCUL PROPOZITIONAL

Se considera propoziLiile:

p: , Exista un numar intreg x astfel incat 3x? +5x-2=0."
+ ‘xz - 4\ =0,
Sa se stabileasca valorile de adevar ale propozitiilor:

a) p. q pva Ip. la Ipvia (pva) pva
B prg Ipala (paa) Tpaa pala

& poa lpole oo polelpoa)l - 1p;

q: .Exista un numar real x astfel incat \x +2

pv g

Q) peoaq peldp olg poa (palp—2d))—a

Se considera propozitiile:

p: ,Oricare ar fi x e & (8x* —4x+ 2)(6-4x+ 3x*)+5>0.%

q: .Oricare ar fi x e, \3)(2 +2X + l' +|x-3|#0."

Sa se stabileasca valorile de adevar ale propozitiilor:

a) p. g pva, I la. (pva). o via

b) prg (paa) ale (pva)a(pra) (prd)n ey q):

c) p—>aq Ip Sla. g Slp. p—a) (pva)—> (prqg).
Tprq)—lpvla (pva)>lpala

d) peq Ip olg, (pva) o lprq). Iprg olgap.

3. Se considera propozitiile:

p: LIn hexagonul ABCDEF are Joc relatia FB + BC =CF."

q: .In triunghiul ABC are loc re'atia 2BM = BC + BA. unde M este
mijlocul laturii [AC)."

Sa se stabileasca valorile de adevar ale propozitiilor p. 4 si ale
propozitiilor compuse obtinute din aceste propozitii ca la exercitiul anterior.

4. Se considera propozit_iile:

p: Exista numerele reale x si y astfel incat |x - 2|+ 3y’ +y+5=0"

q: ,Oricare ar fi xe(0,+x) areloc relatia 2x -4 < 0.
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as5.

Oe.

az7.

10 f 10

Sa se determine \raloal ea de adevar a propozitiilor:

:
19 6 19 6 _9" ’;
a) p.qr.pvqvr, Tpvigvle, (pvr)vr, pvipvr):

b) pAQAT. PAT. AT, PAQ q. Ipalgar. pag)ar
c) (p

d) (pva)r(pvr). pv(gar). palqv r), (prq)v(p~

q)or(roq)op (gor)op (pra)el (pvgvr)orn

r), (p—~>a)r(q—>r).
Sa se arate ca urmatoarele formule de calcul propozitional sunt tautologii:
a) [p~lp) (principiul noncontradictiei); {
b) (pva)alp) > !
) ((pva) ~lq) - p (modus tollendo ponens);

d) (( p—>q) /\Alq) —]q (modus tollendo tolens);

e) (p—>q)« Hpv a):

f Ip > q)© p~lg (legea negarii implicatiei);

g ((p—>q)alq—>r))—>(p—r) (legea silogismului);

h) pviprq)e p
i) pr(pvq)ep |

i ((p S>q)a(lp—> q)) =3 &
) (‘\q Alp - q)) -5 1 g

Sa se slabileasca valoarea de adevar a propozitiilor p si ¢ cunoscand
faptul ca:
a) pv q este adevarata; b) pvq este falsa;

c) pAq este adevarata; d) p ~q este falsa;

e) p — Ip este adevarata; f) p—(q~p) este adevarata;

g (p ﬂp) -» q este adevarala; ) [TpAlg) este adevarata:

i) —l(p ."\q) este falsa; j) lq — p este adevarata.

SR
Se considera intervalele de numere reale A =[1, 3] si B = {(i 5’ .
Sa se slabileasca valoarea de adevar a propozitiilor:
Py APsr Py VY Pas Py = Pay Ps — Py unde:
){204)“\ B .IxeA astfel k-1 2 leA
vl 7 )i Ps X e a%em(dt{ ~Lo|E x A
42,
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(18. Sa se verifice urmatoarele echivalente de formule de calcul propozitional
pvq=sqv p[
prq=qAap
pvigvr)=(pva)vr

b) l {asociativitatea conjunctiei si a disjunctiei);
pa(gar)=(pag)ar o

(comutativitatea disjunctiei si a conjunctiei;

pv(gar)=(pva)a(pvr)
palgvr)=s(pag)v(pa r)J
conjunctie si a conjunctiei fata de disjunctie};
& (p—a)ap)>a=[las(lp— a)|-p
e) p—>la=lpra):
fl lp>q=
g pva=
h) parq :W( Ip \/Wq):
i) pvq EW(WP ﬂq):
Ypvaq)=lpnrlg 1
Ipra)=lp vilq[
K Iprgnar)=(tp)v(la)v(Ir). lpvagvr):

. (distributivitatea disjunctiei fata de

pva;

PAP=D:

- (legile lui De Morgan);
=(1p)~ ~(Ta) A ( Ir).

9. Punctele A(-1,1) si B(%

4) apartin dreptei (d), iar punctele

C(-1, 2) si D(1, 0) apartin dreptei (A). Se considera propozitiile:

p,: ~Functia de gradul 1 care are curba reprezentativa dreapta d este
crescatoare si functia de gradul 1 care are curba reprezentativa dreapta A este
descrescatoare.”;

p,: »Exista punctul M(x, y) coliniar cu punctlele A, B, dar si cu
pun(iele( D.”

Ps Unghlu] dreptelor AB si CD este nul.”

Sa se slabileasca valoarea de adevar a pr ()1)0/.1111101‘:

Pi+ Par P3s Py A P2 Py A Pas P2V Pss P12 hjzs'“-
(110.Fie predicatul r(x, y):,.x+3y = 10, x, y e &
de adevar a propozitiilor:

a) (Ix)Fy)r(x y):

b) (V x)3y)r(x y)—>(3

c) (3 x)(V

Sa se determine valoarea

x)(V y)rix. y)
y)r(x y) = (¥ y)(Ax)r(x y).
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= }

(711.Se considera predicatele binare p(x.y). a(x. y) pe . Sa se stabileasca |

valoarea de adevar a propozitiilor:
(v x)(¥ y)(p(x y)~alx y)): Ax) @A y)p(x y)ralxy))
(3x)(3y)(p(x y)valxy)) @)V y)Ip(x. ¥):
(v x)(3y )l (x. y) stiind ca:

a) p(x. y):.3x+ 5y =9“ q(x, y):.4X-y = ~11%;

b) p(x. y): \E\ -y =~ i q(x,y): .,?/:993/8‘ se divide cu 4 si 9%;

2 : 2

0,1(2) 1y6 —=.
c) p(x.y): ——{—)f —ﬁ 1y6 1 9% q(x. y):.x+152y =2005".
: 3:3 2x

3.2. OPERATII LOGICE ELEMENTARE CU PREDICATE
OPERATII SI RELATI CU MULTIMI
(112.Pe multimea B se considera predicatele p(x): .(3x+ 6)x 20"
38 59" Sase determine multimea de adevar a ])1'ui1<‘a|c1ul.
a) Ip(x), lq(x); b) p(x)vq(x);

d) p(x)=4q(x); e) q(x)= p(x).

713.Pe multimea B se considera predicatele p(x):.,10x 20 < 0"
AT > 40
a) Sa se determine multimile de adevar ale predicatelor p si q.
b) Sa se aleaga implicatia adevarata dintre:
1. p(x)=q(x): 2. q(x)= p(x):
4. 7\q(x)">]p(x).

c) Sa se exprime relatia de multimi asociata implicatiei adevarate.

3. lp(x) —lq(x):

si q(x):

o) p(x)Aa(x):

sioq(x):

|

!
{
|
|

|
|
|
|
|
|

(114.Sa se verifice echivalenta de predicale si sa s¢ scrie operatiile corespun-

zatoare cu multimi:
a) ((x<3)v(x=- 1)) <

b) (3x - 1)A(2x

(5-3x>x-7), xek
>6) < (2-3x- 1-2x), xe k.

115.Pe & se considera predicatele:

[ ‘
p(x):.|x-2/<3" si q(x):.X —lL % for )\

Sa se verifice urmatoarele echivalente de predicate si sa se scrie opera-

tiile corespunzatoare cu multimi:

a) p(x)vq(x)-rt-{ (3-}-7~ 1, xe ‘\lsl:
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b) p(x)aq(x)e (-2<2x -1<9, xel):
c) Ip(x)rq(x) e x e (5, +o);

d) Ip(x) g (x) < x e (-o - 1).

{116.Pe multimea E = 1\ el ' |x —2|< 4| se considera predicatele:
p(x,y):.x-3y=2"siq(x y): x+ 2y =T
a) Sa se formeze predicatele
p(x. y)va(x y), p(xy)s q(x y):
p(x, y)=a(x ¥): a(x¥)=P(xy)

b) Sa se determine multimea de adevar a predicatelor nou formate si sa
se scrie operatiile cu multimi caracterizate de aceste predicate.

()17.Fie multimea A ={-3,-2,-1,0,1 2.7, 9! si predicatele binare:

p(x. y):Ax+y =1 q(x ¥): Jd6x? -y +4(y+2x)=3"

a) Sa se determine multimile de adevar ale acestor predicate.

b) Sa se verifice daca q(x, v) este consecinta logica a predicatului p(x, y).

¢) Este adevarat ca q(x. y)= p(x. y)?

(J18.Pe N se considera predicatele binare:
2,2(6)a+7b ) . )
17 este cubul unui numar rational.™;

" 1.625a + 0,625b
ql(a, b): .

pla, b):

a si b sunt invers 1‘)1‘0p0rl,ionalc cu numerele 8 si 3. °
a) Sa se arate ca q(a, b) este consecinta logica a lui p(a, b).

b) Este p(a, b) consecinia logica a predicatului g(a, b)?

. s . . 4a-b 1 )
[119.Fie pe @, predicatele binare p(a, b):w—F-=5" q(a, b): .a si b
- 2 :
2a+3b 2
sunt direct 1):'(')1)0['U()11;.1IC cu numerele 5 si 6., 5a se demonstreze echivalenta

p(a, b)< qg(a. b).

(120.Sa se descrie reuniunea multimilor urmatoare folosind operatiile cu
predicate:

a) A={3n| neNj. B=I{3n+2| neN!;
f 1 |

|
l f+
b) A={neN| n|1260}. B={neN| n| 1170j;

c) A= 111 € ,’\ .- € Il. B= “)C,I B e Z si b divide 32[‘:
\ a=2 | | b-5 "
@ A={xen| 30D, |

f

. este patrat perfect(, Bi= {x eN ‘ 2XX(5) 4 75;-
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121.Sa se descrie intersectia multimilor folosind operatii cu predicate:
a) A={(x, y)| xeN yeN 4x + 3y =21},

x+[x]:2J,B=.}'xeD‘ 2x® - x> -8x =0}{;

B={(x.y)|2xy+y-2x=15, X, y eNj.
b)A:{xeN x =ab A zeN}, B:{XEN X:EAX+SE?I}»:
c)A:{XeD El

Q) A={xeR||2x+1]<9}, a{xe[0,1]|{x}(5~-{x}):4}.

122.5a se exprime cu ajutorul operatiilor cu predicate complementara mul-

timii A in raport cu multimea B:

a)A:{neN‘i<E<gl} B_Jx N‘?ﬁ Z>g
x 3

21},B:{ne~\ galeN}.

123.Se considera multimile A = {x el

1.
I

minL3x+1, 4;%’%211

B= {x eN | [x-2]< 1} si predicatele unare p(x):.x e A", q(x):.xeB" pe Z.
a) Sa se demonstreze ca p(x) < q(x).
b) Sa se scrie multimile caracterizate de predicatele:
P(x)va(x). p(x)aa(x). Ip(x). la(x).
[325. Se considera multimile

B3 -2x
3

A:{XEN max(

,3x+13j>15}, B={xel||5x-1<19} si

predicatele unare p(x):.x e A, q(x):.xeB", pe L
1. Sa se verifice daca:
a) p(x)=q(x); b) q(x)= p(x): ) p(x) < q(x).
2. Sa se scrie multimea care caracterizeaza predicatele:
Tp(x). la(x). p(x)va(x). p(x)~q(x).
(25. Se considera multimile:

A:{xe}li IneN, x3+5x+1:nz} si

B= {x e ‘ (x* +3x)(x* -13x +40) = OJ' si predicatele

p(x):.xe A", q(x):.x eB* pe multimea 7.
Sa se studieze daca:

a) q(x)=p(x); b) p(x)=q(x); e) p(x)<= q(x).
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_in=11
n+2

£126. Se considera multimea E = {x el ,nenN } si predicatele:

p(x):.xeE, x<2% q(x):.xeE, x< 8" r(x):.xeE, xel".
a) Daca A, B, C sunt multimile de adevar ale predicatelor p(x), q(x), r(x)
4 se determine A, B,C, AUB, AnB, ANC, C\ A Cy(C), Gy (A).

b) Cate elemente are multimea de adevar a predicatului:
a(x):.xeE, x<6,01"?

{127.Se considera predicatele unare peste €:

3n? +1
C X =
p(x): n’+n
cu multimea de adevar B. Ce relatie exista intre multimile de adevar ale celor

doua predicate?

. n eN* cu multimea de adevar A si q(x):.xeh 25x<3"

128.Fie multimile A= {x el

X :-i]-, az 11 si B= (l 1} si predicatele:
a [ 2

p(x):.xeA", q(x):.xeB" 5asearale p(x)= q(x) si q(x)= p(x).

(129. Se considera pe multimea E = {1, 2, 3, 4} predicatele:
p(x. y):.x+2y =6"siq(x, y)=x(x-6)=4y(y-3)"
a) Sa se verifice daca p(x, y)=q(x, y)-
b) Implicatia q(x, y)= p(x. y) este adevarata?
c) Ce relatie exista intre multimile de adevar ale predicatelor date?

(130. Sa se demonstreze egalitatea de multimi {x eQ| x> +11x-80 = O} =
={ye ¥ l y? + 11y + 20 este patratul unui numar rat.ional}.

131.Sa se demonstreze urmatoarele relatii de multimi:
a) Cx (AuUB)= Ce(A)NCy (B). Vv A, BcE;

b) C, (AnB)=C, (A)UCg(B), V A, BCE:
¢) AU(B\C)=(AUB)\ (AUC)&= A=
d) (A\B)U(B\ A)=(AUB)\ (AnB), ¥V A, B.

(132.Se considera multimile A, B, C ast fel incat:
AuB=AuC si AnB=AnC.
Care dintre urmatoarele relatii este adevarata?
a) A, BcC; b) CcB; b) C=Cy4(A); d) C=B.
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138.5a se nege urmatoarele afirmatii precizand valoarea de adevar a propozi-
tiilor obtinute:

133. Se considera multimea M si A, B submultimi ale acesteia. Sa se verifice
egalitatile de multimi:
a) [(AUB)\ B|u(ANB)=A;

X +1 x-1
a) ,Multimea solutiilor ecuatiei [-3—] =5 are patru elemente.";

b) ,Oricare ar fi x e R si oricare ar fi yelk, (x- 1)2 +(y - 2V 0.5

n+l 2 : . .
. — g este fractie zecimala finita.”;

b) (AnB)u(BAA)U(AUB)=M\ (A\B);
)

c) ,Exista n e N astfel incat

(134.Fie multimea M si A, B. C submultimi ale acesteia. Sa se verifice egalita- |

fsfi ) . |3n+1 X,
tile de multimi: ) - ' [ d) ,Exista n e N astfel incat ke 3| < Ak
a) [(AUB)\ C]u[(AUC)\ BJU[(BUC)\A]=(AUBUC)N (ANBAC) g nen |3nt8 3 1
b) Daca A, B, C sunt multimi disjuncte, atunci: e) .Oricare ar il e on+9 2| 107

Cy[AVCy(AvV B)]uCu[BUCy (BUC)|uCy[CuCy(CyY A)]=AUBUC.

(139. Se considera predicatul s(x, y): .2x+ 3y <5 x, yeR"

a) Ce valoare de adevar au propozitiile:
(v x)(¥ y)s(x. y), (3x)(¥y)s(xy)

(v x)(3y)s(x. y). @x)(3Yy)s(xy)?
b) Sa se nege propozitiile de mai sus, precizand valoarea de adevar.

3.3. REGULI DE NEGARE A PROPOZITIILOR UNIVERSALE
SI A PROPOZITIILOR EXISTENTIALE
CONDITI NECESARE. CONDITI SUFICIENTE

135.Sa se nege propozitiile: (140. Fie predicatele binare:

a) Exista un numar natural patrat perfect care are cifra unitatilor egala ‘

7,2%x “ e
p(x. y): ——ﬂ:—l, X, y e, q(x,y):.18x -5y =0, x, y e R

cu 1. " 3,6x + 6y
b) "EX}SM dou;_a m_u.nem PLGE C_On,s CLLIU\‘/'G. ' | a) Sa se arale ca p(x, y) este consecinta logica a predicatului q(x, y)-
¢) ,Orice numar prim este numar impar.”; | L )
d) . Oricare ar fi n un numar natural impar n’ —n:240.". ‘ b) Sa se arate ca q(x.y) este conditie suficientda si necesara pentru

predicatul p(x, y).
(136.Sa se scrie propozitiile mai jos cu ajutorul cuantificatorilor. S5a se nege si
sa se stabileasca valoarea de adevar a noilor propozitii: (J41.Pe multimea E = {1, 2, 3, 4} se considera predicatele:
a) Inecuatia x? -9 <0 are cel putin 4 solutii numere intregi.”;
™ b) ,Ecuatia 12x* —=13x +3 =0 are doua solutii reale.”;

¢) ,Exista x e & pentru care 3x2 + x =220

5 p(x. y):.2x+y =6 q(x, y): 12x+4 y? =2(3y +2x*)".

a) Sa se arate ca p(x,y) este conditie suficienta pentru predicatul

d) ,Oricare ar fi x e, —x* -9<0.%; l q(x. y)-
e) .Exista x € I astfel incat x +[x]= 13:' 2 b) Este adevarat ca q(x, y) este conditie suficienta pentru p(x, y)? Dar

i conditie necesara?
) L . s 3 1 .13, ,
(87. Se considera multimea M = !l*‘J" T T Ty L 5" o’ 3, 4} si propozitiile: |  [142.Pe multimea B se considera predicatele binare:
: ‘ ’ c t,a<k .4 si numai daca a® <b?", g(a, b):.a+b> 0“. Sa se
p, : .Oricare x € M, exista y e M astfel incat x+y = Q.*; p(a. b):,a<b daca si nu 1 )
arate ca:

a) p(a, b) este conditie necesara si suficienta pentru predicatul q(a, b).

p,: .Exista x e M, exista y e M astfel incat x - 2y =0.%
T Pviats G (- S 1 “ i

Py : -Exista x e M astfel incal —5 € M." b) q(a, b) este conditie suficienta si necesara pentru predicatul p(a, b).
p, : +Oricare ar i x e M, exista ye M astfel incat x(y +2)<6x.".
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(143. Se considera predicatele binare:
p(a, y): .x siy sunt numere de aceeasi paritate, x, y e N"."*;

q(x. y):.x+y este numar par, x, y e W .";

s(x, y): . Xy este numar impar, x, y e ™ ",

Sa se arate ca:

a) p(x,y) este o condifie necesara si suficienta pentru q(x, y). Ce
reprezinta q(x, y) pentru p(x, y)?

b) p(x, y)As(x, y) este conditie suficienta pentru q(x, y):

¢) p(x, y) este conditie necesara pentru predicatul s(x, y)v q(x, y).

(J44.Fie predicatele binare:

P(X ¥):.xXy<0, x, yeR", q(x ¥):.y<0, x, yek"
Sa se arate ca:

a) p(x,y) este conditie necesara pentru q(x, y) dar nu este conditie
suficienta;

b) q(x. y) este conditie suficienta pentru p(x, y).

0045.Fie A={1,2, 3, 4,5, 6,7 sipredicatele binare:
p(a,b):,a-b=3 a beA* q(a, b):,a(a-3)=b(b+3),a be A"

Sa se arate ca p(a, b) -este conditie necesara si suficienta pentru
predicatul q(a, b).

(046.Pe multimea ¥ se considera predicatele binare r(x, y):,x>0,y>0" si
s(x, y):.x—y>Xx+y>xy". Sase arate ca:
a) s(x, y) este conditie suficienta pentru r(x, y);

b) r(x, y) este conditie necesara pentru s(x, y) dar nu este conditie
suficienta.

TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

O 1. Sa se arate ca urmatoarea

tautologie: Dq Ap—q )] -ﬂp.

formula de calcul

propozitional este

Q 2. Sa se verifice echivalenta (( lan(p—q)) - q) =((p—>q)rp)—>q.
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O 3. Fie predicatul p(a, b): ,a*-b* =3, a, beZ".
a) Sa se determine propozitiile p(2, 1), p(0, 1), p(-2, —1) si valorile de

adevar ale acestora.
b) Sa se determine multimea de adevar a predicatului p(a. b).

O 4. Fie predicatul binar p(x,y):.2xy -3y =0, x, ye ", Sa se determine
valoarea de adevar a propozitiilor:

(vx)(3y)p(x y)

@ x)(Y y)p(x y). (@A )@ y)p(x y)). (¥ x)(¥ y)p(x. ¥)).

O 5. Sa se nege propozitia A B\ C.
Testul nr. 2
O 1. Sa se stabileasca valoarea de adevar a propozitiilor p si g cunoscand ca:
a) lpvq adevarata; b) palq falsa;
¢) Ip - q adevarata; d) p—(pvq) adevarata.
. n® +3 .
O 2. Fie predicatul unar p(n):, eM, nenN.
n-+3
a) Sa se stabileasca valoarea de adevar a propozitiilor p(1). p(5), p(9).
b) Sa se determine multimea de adevar a predicat ului.
O 3. Se considera multimile:
S5n+l " 5
[ (-1)™" (6n+9)+1 1 | ,,‘3x+9 .
= = -e¥;, B=ixe¥k el; si
A In el 2 € 1 T— J
predicatele unare p(n):,ne A" q(n):.neB"
a) Sa se determine valoarea de adevar a propozitiilor:
p(2)~rq(-2), p(5)va(-6). p(12)—q(0). q(5) - p(5).
b) Sa se determine mullimea de adevar a predicatelor:
p(n), qg(n), p(n)aq(n). p(n)vaq(n).
O 4. Sa se demonstreze egalitatea:
‘ 2x 417 3% — ‘
J(x. yled < ¥ (:)\*] \:x—S, - \’ ]\ v+ 3= (5, 4): (6 5)1.
]1 L 4 | 2 |

Q 5. Sa se verifice echivalentele:

a) (p—~>q)—gq=pva:
b 1(lanlp)=(p —>aq)>a.
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9 TIPURI DE RATIONAMENTE LOGICE
4.1. METODA INDUCTIEI MATEMATICE

J1. Folosind metoda inductiei matematice, sa se demonstreze ca pentru orice

numar natural nenul sunt adevarate egalitatile:

-1
a) 1+2+3+...+ :n(%)_
b) 12+2% +3%+...+n? :_‘_n(n+l)(2n+l).
5 g
2
c) P+2°+3% ... +n? :[—MU} :
5 ;

d) 1'-2"+3* -4" + .+ (-1)"".n* =

(-1)" 'n(n+ 1)(n?

2
€) 1+(1+2)+(1+2+3)+...+(1+2+...+n)=

H1°+2°+..4n®=(1+2+3+...4+n)";
n(n+1)(n® +r1—2).
4
n(n+1)(n+2)
3

g 2:3+3-8+..+n(n*-1)=

h) 1-2+2-83+..+n(n+1)=

) 1:2:3+3-4-5+..+(2n-1)2n(2n+1)=n(n+1)(2n* +2n-1);

i) l-1,(3)~2+2-2,(3)-3+v..+n(n+ %J(n+ l):?16r1(r1 +1)(9n® +25n +14).

k) 1-1.25.2+2-2.25~3+...+n(n +%)(n+l):$n(n +1)(3n” + 8n + 4);

n(nz -1)(3n +2)
12

D1:2°+2.3°+..+(n-1)n® =

m) 1 -2* +3” - 4% + 4 (-1)" "' n? = (-1 5

n(n+1

n(n+1)

n(n+1)(2n+1)(3n*+3n+1)

n)1*+2*+3* +...+n* = -
30

(2. Sa se demonstreze ca pentru orice numar natural n e N sunt adevarate

egalitatile:

a)1-2:3-..-k+2-3-..k(k+1)+..+n(n+1)...(n+k -1)=

1)(n+2)... k ;
:n(n+ BT 2l ). unde ke N \ {1}.
k+1

52

b —L 1 - 1 _n
k(k+1) (k+1)(k+2) = (k+n-1)(k+n) k(k+n)

- Sa se calculeze urmatoarele sume si sa se verifice prin inductie matema-

a) 1:4+2-7+3:10+...+n(3n +1);

b) 2° +4” +6” +...+(2n)*;

c) °+3%+ .. +(2n-1)%;

d) 22 +6% + ...+ (4n+2)*;

e) 1-44+2-5%...+n(n+3);
/1.2.3+2-3-4+...+n(n+1)(n+2);

g) 1:2:-3-4+2-:3:4.5+...+n(n+1)(n+2)(n+3);
h) l'l,(3_)+2-2,(3)+...+n(n+%};

8 3°-1"+5° -4+ . +(2n+1)’ - (3n-2)°.

54 se calculeze si sa se verifice formulele gasite prin inductie matematica:

1 1
)— RS -
1.2 2.3 n(n+1)
b) L+ . +ot 1 :
4 4.7 (3n-2)(3n+1)
c) ! + 1 + o ¥ : o
1-2.3 2-3-4 n(n+1)(n+2)
d) L+ l +.+ L :
1-3 3.5 (2n-1)(2n +1)
12 22 n2
e) —t—t.
1-3 3.5 (2n-1)(2n+1)
1 1
) 1

+ S :
1-2-3-4 2.3.4.5 n(n+1)(n+2)(n+3)
3 815 n(n+2)

4916 " (n+1)°

Sa se calculeze:

l 1 1 100

+ T S )Z——

1-2:83 284 98-99-100 (2k—l 2k+1)
100 i 1 n
c) : . >
Sk(k+1)(k+2)(k +3) :
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———— e = sl
(6. Sa se demonstreze prin inductie matematica egalitatile: f (110. Sa se arate ca:
j <o ik sk % B , (2n+1)
a) —+——+ . s — e ) b : < 4 9 4 3 i N r——eL . NEN
1-3 35 (2n-1)(2n+1) 2(2n+1) | Y T o o
b) 1 27 n’ n(n-+i) ; b) 1P +374+5% + .. +(2n-1)" <2n* neN;
—_— — 2 T e—e———— |
1-3 35 (Z2n -1}(2n+1) 2(2n+1) 1 1 i
| €) Vbt ke b S, MLEM ;
14 24 n* n(n+1){(n"+n+1) | 3 7 2" -1
Q) —— = F e Fem————————— e et ; 1 1 1 1+ ;
) 13%35 (2n-1)(2n + 1) 6(2n+1) | d —+ g : BT hew.
s o= i 1-4 4.7 (3n-2)(3n+1) 3n+1
1 1 1 n + 1 i
d) T p F‘— = = — = f o= 7—24,4 —_—— =1 - L*’: i
1V2 + 2Vl 243 + 32 nvn+1+(n+1)Jn n+l i [111.Sa se demonstreze inegalitatile:
s .
i 1 1 1 13 .
e)]-rl—f—l; +...<——!——:2—717. | a) f—— .. t+t—>—, neM \ {1};
2 2° g5 gl n+l n+2 on 24
1 1 1 «
) p o b) —+ o = >, neN.
(7. Sa se arate ca peniru orice n e N au loc egalitatile: n+l n+2 3n +1
(1, 1) 1 | n+2
a) {1 =% ]{ l=— ] frmeme, e : (J12.Sa se demonstreze ca au loc inegalitatile:
2° 37 ) (n+1) 2(n-+1) B = )
. a) V2 +/2-3+...+ \/n(xH-l) <n(n+1), neN;
2.1 5% -1 n® -1 2(n°+n+l) 2
Lo R R S . S Sl | > = Tl 5 o o :
b) 2941 3% 41 7 nt 4 3n(n+1) B2 b) V1 2+3-4+...4 \RQIJ l)~2n~fr§f—.neﬁs4;
A I 1 [ 1 . 2n -2 . . n \H +1 i
c)[l»-» “,] ] = ——— -ﬁ‘.,.‘lf—f —— | =} c) V1 +v2+3+...4 n;-L - ).n%N:
n (n+1* 7] (2n-1*| 2n-1 5
d) 3-5-17- .(1.+-')'-“‘\,r)‘-"‘,| d) \/;«']44’*—1-"! 1_+l <2Jn, neN \ 1L
s e F4 } L . I \/5 \/13 \/I_] [ |
18. Sa se arate ca pentru orice n e ™ au loc egalitatile: (313. Sa se ordoneze numerele:
2 3 n 1 3n+4) onJn+1 2 : - = .
a) 2& 5t 55 ™ = = 8~ J: a) ”\/‘? — 55(1'1 F1) VN, (1472 443 +...4 Jn), pentru neN;
2 3 4 : i 30 +2 1 1 135 2n-1 ‘
- b) l~i 0~~é,; lw e (1) JR_. Diwf=1) v antg ), b) ——, —, 35 llf pentru neM .
2 2¢¥ ¢ 2 2" 9 2" | J2n+1 4n 2 4 6 2n
. . ) nn+1)(n+2)(3n+1)
e) 1+2(1+2)+3(1+2+3)+...+4n(1+2+... +n)= e . f114.Sa se simplifice fractiile:
3k Sk
(19. Sa se demonstreze inegalitatile: = Y =
a) 2 i’.iﬂ-—l.n*,;’; Zk(k»l) Zkrko(l \\’(E\; +1)
b) 2"? >2n+3, n>4; ko =1\ 2)
¢) 3" =2n* +n*+1 n>5 -
. - [115.5a se arate ca pentru orice n e N au loc inegalitatile:
d) 2" >n*, n>5: N
g S n 1 ! 1 I 1 )
e) o8 > “'J’V n>10. 5 <1+ L; 4 ; + T & ey 5_—1 S
54 55
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f116. Se considera numerele x; € [O. v}, X, 2 X,;,,, pentru i=1, n.
Sa se demonsireze ca:

o 4 8x2 4 5x2 4.+ (20 —1) %2 (X, +Xp +o ¥ X,)

==
17.5a se determine numerele reale pozilie care verifica egalitatea:

Fa,) .

3 3 P i i o A
a; +a; +...+ay =@y ¥ Ay + ‘neN.

118.Sa se demonsireze ca pentru oricare n eN si xe(-1 +=») are loc

inegalitatea (1+x)" > 1+ nx (inegalitatea lui Bernoulli).

(119. Folosind inductia matematica sa se arate ca pentru orice neMN au loc
relatiile:

a) 9" -1 se divide cu 8;

b) n® +5n se divide cu 6:

¢) 13" +7" -2 se divide cu 6:

d) 32! 42" se divide cu 7.

120.Sa se arate ca pentru orice numar n <N au loc relatiile:
a) Bl gmE , gu@ . gat 119
b) 273 4 32! 5t 123
g) §t=.2% pgtna .3 +8°".9" 1 15;
d) 2-4*"' +45.3"" 113

e) 2«\n»5 .‘r)n +2n 1 _3'.211»1 .5 31.

121.Sa se demonstreze ca pentru orice numere naturale m, ne ™ esle ade-

> 2m e Assada A2 w
varata afirmatia: .(2n+1)" =1 se divide cu 2 .

(122. Fie numerele a. x,, X,, ..., X,, € £. Sa se demonstreze ca:
a) daca (a, x,)=1 1<i<n, atunci (a, x,x,..X,) =L

d dce i (X X;)=1 81 X ivide a, 1<i<n, alunci
b) daca pentru orice i# j. (X x,)=1 si x, divide a, 1 ¢

X, Xy...X,, divide a.

123.Sa se demonstreze ca pentru orice 1 € N are loc egalitatea:
1] [2 ‘37\ {'n" V“VJ [+ l\
Sl [ e el el el Boll K Bl
{2 Dl o} 12, 2.4 L2 L

2
(124.Sa se calculeze [a,], unde a, = Y2005 + J2005 + ... + V2005, numarul

-n
radicalilor fiind egal cu n.
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P B ’ . 1
125. Se considera numarul real x cu proprietatea ca x + — e #. Sa se arate ca

X
n 1 . -
x"+— e, pentru oricare ne #
X
026. Se considera numerele reale a, Ay, oo, A, .., aslfel incat a, =2, a, N
- ¥ 1

+1, n=1. Sa se demonstreze ca a, =2" -1, V neMN.

027.Se considera numerele reale a,, a,, ..., a,, ... astfel incat a,=2,a,=5

2,

a,,=5a,,-6a, VneN. Sasearateca a, =2" +3", V neN,

(028. Se considera numerele a,, a,, ..., a,, ... astfel incat a, =2, a, = V/f» a,.

nz1. Sa se demonstreze ca pentru oricare ne N, a_<2.

=

029.5a se determine exponentul factorului 2 in descompunerea in factori
primi a numarului f(n)=(n+1)(n+2)...(n+n). n>1.

0J30.Fie a,, a,,...,a,, b, b, ..
- ) g 2\( .2 : 2 b . » .
numarul f(n)=(a? +bj)(aZ + b3 )+...(a2 + b)) se poale scrie ca suma a doua

patrate perfecte.

. b, eN. Sa se arate ca pentru oricare neN

n’

031.5a se arate ca daca [nzx] este patrat perfect pentru oricare neM,

numarul x este patrat perfect.

(032.Sa se arate ca pentru oricare k e ¥ exista ne # si o alegere convenabila
a semnelor .+ si ,~ astfel incat k =+1* +2% +3% + . .+ n?
Suranyai).

(teorema Erdos-
033.Fie ABCD un patrat. Sa se demonslreze ca pentru oricare neN. nz 6,
patratul ABCD poate fi partitionat in n patrate.

034.Fie ABCD un patrat. Sa se demonstreze ca pentru oricare neMN, n =2,
patratul ABCD poate f{i partitionat in doua poligoane congruente cu n laturi,

nz3.

035.Fie ABCD un patrat. Sa se demonstreze ca patratul ABCD poate fi
partitionat in 4 poligoane congruente cu n laturi, n > 3.

036.5a se determine multimea A ={a,, a,,..|cN

8 J, + iy bt Joy = B EL B,

2

cu proprietatea ca a, =1
pentru oricare n e N .
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(137.Sa se arate ca orice suma de bani mai mare sau egala cu 5 poate fi
platita numai cu monede de 2 si 3.

(138.Sa se arate ca oricare triunghi echilateral ABC poate fi partitionat in
2% neM triunghiuri echilaterale congruente.

(139.Sa se arate ca oricare triunghi echilateral ABC poate fi partitionat in
3n + 1 triunghiuri echilaterale, n e M.

£140.Sa se demonstreze ca oricare triunghi echilateral poate fi partitionat in
n? triunghiuri echilaterale, n > 1.

f941.5a se demonstreze ca orice triunghi echilateral se poate partitiona n
3 poligoane congruente cu n laturi, nz3.

TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

O 1. Sa se demonsireze ca pentru oricare neM™,
divide cu 7.

= 2 1 1
numarul 3*" ' +2"" se

...+~]—>2'—g,neN*.

11
G R

O 2. Sa se arate ca

5 < - e )
O 3. Sa se demonstreze ca daca elementele mullimii A =1{a;, a,, ... 4. -

a

s a .
ifiea it “i o - — n wl 102 ne N,
verifica relal_u]e a; = 1 si a, +a, +... +a, = i pentru oricare =

atunci A =N".
Testul nr. 2
~ LS T . ~ s lit - -
O 1. Sa se demonstreze ca daca a, =(-1) (2i+1) are loc egalitatea:
.+a,, =2n, pentru neN.
O 2. Sa se demonstreze ¢a pentru oricare n e ™ are loc egalitatea:

1 ]
LN IR W SRS . SPPIE S
4 2n-1 2n n+l

1 2 3 n+2 " on’

0O 3. Sa se demonstreze ca:

: 1 1 . "’SHWI—,V/HEN“,

= = e i W =
1% 9 | = .0 . g# 1. 25 . 2n

)

=
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4.2. PROBLEME DE NUMARARF W

042.Fie A si B doua multimi {inite astlel incal card( A Bl =52, card(AnB)=6

si card( 3)=47. Cale elemente are niultimen B? Dar #(B)?

143. 54 se delermine card(A) sliind ca sunl mndeplinite conditiile card(A UB) =
=235, card(B \ A)=81 si card(B)=154.

044.Multimile A si B sunt astfel incat card(A
card(B-A)=44.

'B) =160, card(A —-B)=48 si
Sa se calculeze card(A nB).

045. Cate elemente are o mullime daca ea are 512 submultimi? Dar daca are
32768 submultimi?

046. Cate elemente are multimea A daca se slie ca A B, card.»(B)< 50 si

card» (A)227°%

047.Un grup de 140 de elevi au fost plecati in vacanta la munte si la mare.
Cati elevi au fost si la munte si la mare daca 48 de elevi au fost numai la mare
si cu 20 mai multi au fost numai la munte?

048.Dintr-o clasa de 30 de elevi, 12 elevi practica atletisinul, 16 practica
inotul, iar 7 elevi praclica ambele sporturi. Cali elevi din clasa nu practica niciun
sport?

049. Pentru marcarea unei zone de agrement sunt necesare 480 de stegulete
colorate cu alb, rosu si galben. 280 de stegulete trebuie sa aiba pe ele culoarea
galben, 200 de stegulele trebuie sa aiba pe ele culoarea alb, 288 de stegulete
trebuie sa aiba pe ele culoarea rosu. 128 de stegulete trebuie sa aiba pe ele
culorile alb si rosu, 144 trebuie sa aiba pe ele galben si rosu, iar 152 trebuie
sa aiba pe ele culorile alb si galben. Exisia stegulele care vor avea pe ele cele
trei culori?

050.La un examen s-au prezental 50 de candidati, 30 dintre acestia au
sustinut o proba sportiva, 34 au suslinul o proba de muzica, iar 4 candidati
au fost respinsi la vizita medicala. Cati candidati au sustinul ambele probe?

051.In urma unui sondaj electuat pe un grup de tineri privind petrecerea
timpului liber prin sport, muzica si lectura s-au inregistral urmatoarele date:
180 de tineri practica sportul, 260 asculla muzica, 120 fac lectura, 100 de
tineri se relaxeaza prin sport si muzica, 85 prin sport si lectura, 95 prin
muzica si lectura, iar 50 de candidali practica cele trei activitati. Cati tineri au
fost in grup?
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(152. Se considera multimea A ={1, 2, 3, ..., 1000}.

a) Cate elemente ale multimii A se divid cu 3?
b) Cate elemente ale multimii A se divid cu 77
¢) Cati multipli ai numarului 31 se afla in A?

[153. Se considera multimea A = {x eN | x< 10000}.

a) Cate elemente ale multimii A sunt divizibile cu 2 sau cu 37
b) Cate elemente ale multimii A sunt multipli de 3 si 57
¢) Cate elemente ale multimii A nu se divid nici cu 5, nici cu 7?

(154. Se considera multimea A ={x eN| x <1250}.

a) Cate elemente ale multimii A sunt divizibile sau cu 2 sau cu 4?
b) Cate elemente ale multimii A sunt divizibile si cu 2 si cu 47
c) Cate elemente ale multimii A sunt divizibile si cu 2 si cu 37

[J55. Cate numere naturale mai mici sau egale cu 1500 sunt:
a) divizibile simultan cu 2, cu 3 si cu 6;
b) divizibile simultan cu 2, cu 3 si cu 5;

¢) divizibile simultan cu 6, 8 si 14?

(356. Cate numere naturale nenule mai mici sau egale cu 9999 sunt:
a) divizibile cu 4 sau cu 6;
b) divizibile cu 12 sau cu 15;

¢) divizibile cu 4, 14 sau cu 28?

Cate numere naturale nenule mai mici ca 1000:
a) sunt divizibile cu 2, 3 sau cu 7;

b) sunt divizibile cu 3, 5 sau cu 8;

c) nu sunt multipli de 4, 7 si 9?

057.

(58. Cate numere naturale mai mici decat 8100 sunt prime cu 81007

(J59.La un turneu de sah participa 25 de sportivi.

a) Daca fiecare doi sahisti s-au intalnit o data, cate partide s-au jucat in
acest turneu?

b) Daca sahistii schimba intre ei adresele lor, cate schimburi s-au efectuat?

060. Fie multimea A ={0, 1, 2, 3, ..., 2005}.

Cate elemente are multimea B = {x eA ‘ x=10+k? ke N}.

(J61.Se arunca 3 zaruri cu fetele numerotate 1, 2, 3, 4, 5, 6. Cate situatii
exista ca sa apara simultan fetele numerotate cu numere pare?

(062.Cate numere naturale abedm exista stiind ca a>7, b<2,4<c<8, iar
dm :17?
063. Cate numere de telefon de forma 6x7abc exista daca x, ce{0, 2, 4}, iar
a, be{5, 9}7.
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(64. Fie multimile A = {n eN } n = abe si ¢ numar impar} si

B = {n €N ' n = abed, a este par, ¢ este divizibil cu 3!.

f

Sa se determine card(A) si card(B).

(J65. Cate numere naturale de 5 cifre exista?
f166. Cate numere naturale de 5 cifre care incep cu cifra 8 exista?

067.Cate numere naturale de 6 cifre care incep cu 4 si se termina cu 0
exista? .

DQS. Intr-o urna sunt 3 bile albe, 4 bile negre si 5 bile rosii. Se extrag pe rand
3 bile fara a intoarce bila extrasa in urna. Cate posibilitati de a obtine o bila

alba, o bila neagra si o bila rosie, in aceasta ordine, exista?

069.Intr-o urna sunt 4 bile albe, 3 bile negre si 5 bile rosii. Cate triplete se
pot obtine prin extragerea a 3 bile fara a intoarce bila extrasa in urna?

070.1In cate moduri se pot repartiza 4 calculatoare la doua scoli?

071.In cate moduri se pot repartiza 6 calculatoare la 3 scoli daca fiecare
scoala primeste cel putin un calculator?

072.Cu 5 culori trebuie sa acoperim 3 panouri. In cate moduri poate fi facuta
aceasta operatie?

073.Cate numere naturale de doua cifre se pot forma cu cifrele 1, 2, 3, 4?
Cate dintre acestea au ambele cifre distincte?

074.Se scriu numerele naturale in ordine crescatoare care incep cu 1. Sa se
determine cifra de pe pozitia 25180.

075. Pentru numerotarea paginilor unei carti s-au folosit 2780 de cifre. Cate
pagini are lucrarea?

076.Care este exponentul lui 2 in descompunerea in factori primi a numa-
rului A=1-2-3-...-1000? Dar exponentul lui 3?

077.1n cate zerouri se termina numarul A=1-2-3.....1000?

'078.a) in cate moduri distincte se poate descompune in produs de doi factori

primi intre ei numarul 189007?

b) In cate moduri distincte se poate descompune in produs de doi factori
primi intre ei numarul natural n?
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179.5Sa se determine numarul de diagonale ale unui poligon convex cu:

n laturi.

(180. Cate diagonale are o prisma cu baza un poligon convex cu n laturi?
£181.1n cate regiuni impart n drepte concurente un plan?

82.Cate drepte determina n puncte din plan, oricare trei puncte fiind
necoliniare?

(183.Se considera patratul ABCD. Mediatoarele laturilor impart patratul in
alte patrate. Mediatoarele laturilor acestora impart patratele obtinute in alte
patrat. In cate patrate este impartit patratul initial dupa n pasi?

(184. Se considera multimea A = {\ﬁ I, ey \/E} Q.
a) Sa se determine n e N pentru care multimea A are 50 de elemente.

b) Sa se determine card(A).

TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

. Se considera multimea A ={1,2,3.4,5,6,7, 8}, m numarul submulti-

milor cu 3 elemente, iar p numarul submultimilor cu 5 elemente. Sa se

compare numerele m si p.

. Se considera numarul natural 68600.
a) Sa se determine numarul divizorilor acestuia.
b) Sa se determine numarul divizorilor, divizibili cu 7.

. Cate numere naturale de 5 cifre la impartirea cu 10 dau restul 7?

Testul nr. 2

O 1. Cate numere naturale mai mici decat 300 au exact 4 divizori?

Q 2.

Fie multimile A ={1, 2, 3, 4, 5} si B= {l 2,3, 4,5, 6,7, 8}. Cate multimi

X verifica egalitatea AU X =B?
. Fie multimile A:{neN|n:3k,keN} si B:{neNln:Sk,keN}.

Cate perechi (x, y)e AxB exista astfel incat x+y =737
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o SIRURI DE NUMERE REALE

1.1. NOTIUNEA DE SIR DE NUMERE REALE

C]ll. c?af se Calc.‘uleze primii 5 termeni ai fiecaruia dintre sirurile de numere
reale definite prin formula termenului general astfel: A

a)a,=-n(n+2),nx1

n

b) bn:(—‘”)_«"ﬁ’rlzl:
_2 nn-
C) xn:\/g—\ln“l,nzlz
1
d) YII_ T i SN il Rl 4
12 2:3 n(n+1)'“‘l'
n(n-1)
e e =(-1) 2 .nzl
f)d, =t n—n,nzl;
g 3
1 1 1
g) Zn: + T+ go > 1
n+l n+2 +31'14.1’11_1'
1 1
h) u, = * oo -, nzl.

Sa se determine x,, x 51 84 g i
9» X3, X, Si sa se exprime x_,, in functie de x_, stiind

+1

02.
ca:
a) x,=0,x,,,=5x,+3, n21;

b) X‘ :\/g‘ Xn-l = \/g~+ Xn' n:z ];

1
) x, =2, x, ==X, ;,+Lnz2;
2
/1 n+l
d) x,:O. XH*XHI:[_Z—.) '1122;
1 b'e
e) x,=—, X, =—2=—,nzl
2 1+2x,
3 n
ﬂXI:__‘Xn: . 1,n22.
2 n+2 "
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3. Sa se determine formula termenului general pentru urmatoarele siruri }

R
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92 32 47 5 9 13 17

) s o b) =, —, == o

1-3' 2:4 3-5 917’ 25 338 t
11 31 5 3 36 9 12 ,

Gl —oe. 2x = T " T | A= P |
92 84 32 32 4" 7 10 13 I

e) 2. 22, 222, 2222, ... . g

definit descriptiv astfel: 2.(3); 3,(6): 5

a) Sa se determine formula termenului general a,.

O4.

Fie sirul (a,)

b) Sa se precizeze care dintre numerele 29, 81, 101, g,%(—) 1201, 1334,(3)
sunt termeni ai sirului.
n’+n-2
5. Fie sirul (a,) cu termenul general a, = ————=: 1 1.
n(n+1)

a) Sa se calculeze termenii de rang 1, 2. 3, 10.25. n+2, n+5.
0 .
b) Sa se precizeze rangul termenilor egali cu 11—1%; 0,9(7); 0,99(97).

¢) Sa se determine formula termenului general al sirului (b,), definit

prin b, =a, -8z .., 1 =2
s n+1 ,
(6. Fiesirul (x,). X, =— 51 >1.
n+2

a) Sa se delermine formula termenului general al sirului (y,) stiind ca

yu = Xn*\ ‘xn' n = 1

b) Sa se calculeze suma primilor 100 de termeni ai sirului (y,)-
(17. Se considera sirul (x,) definit prin relatia de recurenta:
X, =X, t4n+ 1, x;,=1.
a) Sa se determine formula termenului general al sirului (x,)-

b) Este termen al sirului numarul 49507 Dar 50057

18. Fie sirul de numere reale (a,) unde a, = 5,a, =17 sl @y, = 5a,,; = 48y

Sa se demonstreze ca a, =4" +L vV ne ~

(J9. Fie sirul (a,) cu a, =1, a, = B, A, =an +28, 02 L

a) Sa se determine o, pel pentru care a, = 0" 2" +p-(-1)". ne N

b) Sa se demonstreze ca a, = 2% % (_»1)” ,VneN.
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f110. Fie sirul (a, ) definit recurent astfel: -
a, =18, =4 A,y =28, ~Ayp - 2k + 56, k = 2.

a) Sa se determine a,. a,. a,.

b) Sa se determine formula termenului general al sirului.

0d11.

Fie sirul (x,) delinit prin recurenta astlel:

1

JE+2 +Vk+1
a) Sa se determine formula termenului general al sirului.

x,sz‘ Xy = Ky K 2L

Sa se wverifice daca 75; 75; , .
b) Sa se verilice daca J75: 75 p +1. unde peMN. sunl termeni ai

sirudui (x,).

012. Sa se determine formula termenului peneral al sirului definil prin:
a)a =la,, =a,+nnzl
1
b) a, = e a,=2a,. k2]
c) x,=0. %X, =
d) a, =1 (k+2)a,, =(k+l)a, k=l
2(z, +1), k=2,

x, +n(n+l)., n=n

e) z, =Lz, =4 2 F 2y =

13. Se considera sirul (z,) si S, =2z +2, +...+7, suma primilor n termeni

1

ai sirului. Sa se determine formula termenului general z
(Y

(3n+2)+2.

daca S, =(2n-1)-

o R : il aed (el 7 X, =1
f14. Fie sirul (x,) definit astfel: x, =2, %, ;= \l‘ " n=>1. Sa se demon-
'

streze ca x, = x,,.,. oricare ar fi ne N

015.
Sa se demonstreze ca:
a) f, + 6, +..+ 0, =1,
b) (7405 .4 (2 =1, 1.
&) I,.,=31 5+ 51

n-2 o iy

Fie sirul (f,). f, =1, =11 o P = B

n+2 nl 1

numit sirul lui Fibonacci.

, — L. pentru oricare n = I
pentru oricare n = I
pentru oricare 1 = 8

0
., pentru orice n i

; ]
1 |(1+d5) [(1-4B) |
e) I, ¥ i Qf] = ] pentru orice n = L
f) f, +f, +...+ 5, =, pentruorice n < I
g) £, +0, +..+6, =0, , -1 pentru orice n = 1.
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[J21. 5a se arate ca urmatoarele siruri sunt marginite:

krm*fﬁﬂm{ ol T R = Algebrd « Il FUNCTH
116. Se considera sirul de numere reale (x,) cu proprietatea ca x, > 0 si ; rid el

1 1 1
(% + X)X R . ! 8] &, ==——=d=——s,.4d .nzl
¥, 4Ky tout By =" pentru orice n =z 1. ; n+l n+?2 -
AM o i b) | 11 1 1 ] 1
a) Sa se determine X,, X,, Xg, X, unde n e ™. ; b) b, =--+2 ] _—— e >
- 3 Zn=1 2n

b) Sa se rezolve ecuatia X, + X, 4.+ X, X, = 5n° -~ 7n-14. !
1 -
[22. Sa se studieze marginirea sirurilor cu termenul general:

£117. Se considera sirul (x,) de numere reale pozitive care verifica egalitatea ' 1 1 :
) i | 8) &, =t et
. B ) n+2 x - L : . ‘ - /2 9 : m+Jn+1
(x ~1)(x5 - 1)...[ %% - 1): n+s %% h>1. Sa se determine termenul gene- L2 ¥2+43 vn 4+ vn+1
_ I\ X2 ntl b) a 1 . 1 1
, . a, =—m+ =t =]
ral al sirului. 12 Jn
1+ 3"
1 C) ﬂn . i
1.2. SIRURI MARGINITE 142"
r118. Sa se studieze marginirea sirurilor cu termenul general: &) a = 1+a" ac (0, +m):
A ] {)]" a € . i S
1 n+2 (-1) n 1+ 2
8 a,=——i b a, =2 @) a, = i ) a, =) m1 _ nn
n + n-+:« n+ I e) a, = \(*-_ — . sin—;
n+(-1) f n? +2 ) In® — 1 n+l 6
e) a =———— a, =————\ A, =—F—7 7 &, 4 2
Vo= (Y "= onPal & T 03 LR R
I, & . an® 11
h) a,=vn+1- Jn;i)a,=——j)a,= \[—T —.
n+2 n- +1
< = + % P . s - i
119. Sa se studieze marginirea sirului cu termenul general: k=0.
a) . -+ : Fo :
P S ST R S o . S
R 3 n(n+1) 023. Sa se studieze marginirea sirurilor date de relatiile de recurenta:
2
1 1 1 1 a) a; = 1, Ay = 5+a . n>1 b) a i By .
- . ) a,, nzl e 28, n21;
b) a,, 71'2**‘2 i é‘iJr* ITZ I ‘ 3 ik 2
- > . Py = . . 5 [q 5 . .
C) g 1+ 1 + ]7 4 } ,i- C) j' ' “dll 1 2+ Ay nzl; d‘} a; = "“/“)" &!u 1= \/J t Hu‘ n=z .
an = 2' éi’, gn’
° 1 1 1 v
d a =—+— it ——; 024. Sirul (a,_) este nemarginit. Rezulta ca sir . e
a, 5k e . n arg . zulta ca sirul | - este marginit?
1+2 1+2 142" ‘u“ ‘ ‘
1 1 ST
e a, =gttt (0
2 o2 n2 ) .
025. Sirul (a,) de numere reale nenule este marginil. Rezulta ca sirul | 5 ‘
5 = : 5 P—— . . N | s |
[120. Sa se studieze marginirea sirului cu termenul general: L . it
Y | 1 : este marginit?
a) a, = 1~5\1*:} l ***j] 026 - )
’ 3 { n 4 , 26. Sirurile {a ) si (b, ) sunt nemarginite. Ce se poate spune despre margi
1Y/ 1 1 nirea sirurilor:
O T
2 n 4 ( y lay !
| (n+1) | a) (a,+b,): b) (a, -b,): €] {-1"1"

1.24+2-3+...+n(n+1) ‘ \b, )
¢cJa,=—————————————
1-3+3.-5+...+(2n-1)(2n+1)
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Rezulta ca sirurile (a,) i

® Algebré ° Il FUNET_“_ B

astfel incat sirurile (X, ).

(b,)

y. =a b sunt siruri marginite.
1 n 1 us:

(J27. Se considera sirurile (a,) si

(b, ) sunt marginite?

1

Fie (a,).(b,) siruri de numere reale. Sa se determine valoarea de

n

028.
adevar a propoziliilor:

a) .Daca sirul (x,). X, =&, b, este marginil. atunci sirurile (a, ) si
(b, ) sunt siruri marginite.”

b) .Daca sirul (x,), X, =a,1 b, este marginit, atunci cel putin unul

dintre sirurile (a,) sau (b, ) este marginil.”™:
¢) .Daca sirul (a,b,) esle marginit, atunci cel putin unul dintre sirurile

(a,). (b,) este marginit.”.

()29. Se considera sirurile (a, ). (b, ). (¢,) astfel incat a, =€, = b, VneM.
Daca (a,) si (b,) sunt sirun marginite, sa se arate ca sirnl (¢ ) este sir
marginit.
[3130. Sa se sludieze marginirea sirurilor (a, ) i (b,) m cazurile:
(0% 4 n o
a)a,<(-1) n<b,n=k b) a,, (-1} N8y ,. 1 I
[131. Sa se studieze monotonia sirurilor cu termenul general:
A
n+1 ) 2n = 1
a)a, =—-—; b) a, =n 1 ¢)a,=—5°
" 2n ! i -2
0 n -+ 1 fn 2m — 3
d) a,=n+(-1): e)a, =—- ) a,
n—(-1) n°+n
(132. Sa se studieze monotonia sirurilor definite astlel:
1+2+3+...+ 1 1242 -3+ Fa(n 1)
a) 4, =— — s b) a —=3 -
n+1 1 274 F 1
1-342:7+ (4n* — n) i 143454 . +(2n-1)
= — - d) a - -
© a, n’ o 142434 n
1 | R
o . 4 . "
o) a, =|L+5 #4350 |(2" 1)

M Algebra * II. FUNCTHI

33. Sase studieze monotonia sirurilor definite astfel:
\ f 1 1)
by a, =14 214 )16 )
+1 ) 2.1 3 \ n+1)
1y \ L
L d)a,=|! 5 |1 Lo 1=
LA / \ (n+1)
(134. Sa se studieze monotonia sirurilor (a, ) si (b, ) daca:
1 1 1 1 1 |
a)a,=——+——+..t—= b) b, =ttt
n+l n+2 3n 2n 2n+1 2n+2 4n + 1
035. Sa se studieze monotonia sirurilor cu termenul general:
a)a,=a-n+1l, aslr b) a,=n+au-( 1), a el
o-n+p 2n +1
c) a, =~ L pel d) a,=—"— 5, 0ch:
n+1 n+ o
— B
e) a, =u", awe(0, +2); f) a, =(J1+x-Jx) . xel0 +=).
136. Sa se studieze monotonia sirurilor date prin relatiile de recurenta:
1 ;
a)a,=la,, =a,+2.nzk b)a, =—.a,, =5, nz L
18}
2, ’
c) a, =3 3a,,=2a, nzl d) a,=2.a,,=2a,-1Lnzl
e a,=1la,,=Jl+ta,. nzk f) a =1La,, Ja? +4a, 45, nz1
1 f 1
g) a, = 5" a,. :'LH - a,. nzxl
037. Sirul (a,) este sir monoton crescalor. Rezulta ca sirul (a?) este

>

monoton crescator? Dar sirul {a) )

038. Sirul este monoton crescator, iat sirul este monoton

(iln) H)”)

descrescator. Care este monotonia sirului (¢, ) cu termenul general:

a
P N —_ . v 2] 4 & | . g -
a) c,=a, b, b)c, s b, #0.neN; ¢) ¢, =ab,?
-
039. Sirul (a,) de numere reale nenule este monoton crescator. Ha s¢
determine monotonia sirurilor:
(1) \ ( I ,
a)_,, - b) (1-a,): € (-a,) d)ll— - | e) (2 ").
| ‘ln 4 ‘ln
0040. Fie sirul (x,) , un sir de nuinere reale. Sa se demonstreze ca sirul

(x,) este strict monoton daca si numai daca (x,, , = X, (X, =X, 1) 0.V nzl.
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IFICARE
TESTE DE VER ¢3 TIPURI DE SIRURI

2.1. PROGRESII ARITMETICE

Testul nr. 1

O 1. Se considera sirul (a,) definit prin relatia de recurenta:

a, =2, a,,= (‘/5 - l)an, n =zl 01. Sa se scrie termenii a,, a,, a,, a,,, a,, ai progresiei aritmetice (a,)
a i daca:
a) Sa se determine a,, a,, a,, a,.
ini i i a a:~3,r:2; b a, =4, ":~O’,:
b) Sa se determine monotonia si marginirea sirului (a, )- ) a, ) @, =2,5, 1 5
c) a;; =49, r=3; d) a,, =97, a,, =102.
2 o 2n+3 ‘ ) . )
Q 2. Se considera sirul (a,), a, = o1 02. Sa se determine termenii de rang 20, n + 1, n + 3 al progresiei aritmetice:
a) Sa se scrie termenii a,, a,, a, $i a,5. a) 2, 6, 10, 14, ..; b) 2.-5, —8,.~1L, ...;
33 115 6n+7 1 .3 . - .
b) Sunt termeni al sirului numerele: —P c) , =1, v =2, d) V2, J2-1V2-2, ...

59° 223 12n+7 2 2
ieze monotonia si marginirea sirului (a,, ). _ . . ‘

. . ¢ 03. Fie progresia aritmetica (a,) cu ratia r definita prin anumite elemente

O 3. Sa se gaseasca formula termenului general al sirului 1, 1, 2, 2, 3,3,4,4,.. | date. 5a se determine elementele cerute in fiecare caz:

' a) a, =8, r=1,(3). Sa se calculeze Agys Aoy Bgs

b) a, =5, a,; =16. Este termen al progresiei numarul 69?

Sewiba. & c) a,, =100, r =1,5. Sa se calculeze a., a,, ays.

-+

O 1. Se considera sirul (a,), a, =1+(-1)" ‘g d) a, =13, a,, =137. Sa se calculeze 1, a,, a,,.
€) a, +a,; +a,, +a,, =100. Sa se calculeze S,,.

3 i y y Ay, Agn - ) ~ 5@
a) Sa se determine a,, a;, a4, A,,, Az, f) a, +a, —a, + a,, = 256. Sa se calculeze S.,.

b) Sa se studieze monotonia si marginirea sirului.

c) Sa se arate ca sirul (b, ), b, = Al egte sir constant. 04. Sa se determine termenii a,, a,, a, ai progresiei aritmetice:
e a) a,, a,, a,, 11, 15,19, ...;
o ; . s 14 16
- O 2. Se considera sirul (b, ) definit prin relatia de recurenta: b) a,, a, a,. -4, - 3T g
=3, b,,; =+y2b, +8.
o i ) a,.a, a, -1 1, 2 .
a) Sa se determine b,, by, b,, bs. )

b) Sa se demonstreze ca sirul (b, ) este monoton si marginit.

05. Sa se determine termenii Ay, Ay, &g, A5, a4, din progresia aritmetica:

yisuis 3, 1 ! a) -8, a,, a,, ~17. a,. .. 02 aa. 8 4
O 3. Sa se determine formula termenului general al sirului: 2, ri 16, e , Ay, Ag, s By st = Ay Ay, — 5 ds

06. Sa se determine suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice (a,)
daca se cunosc:

a) a, =-5, r=4, n=25; b) a, =200, r =-2, n = 80;

c) a,=-2,a,=28,n=50; d) a,=16,a, =170, n=20.
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a7 Sa se determine progresia aritmetica (a,, )
B 3a, +a,, =42
a) a, =12, a,, =19 b) a, =33, S,; =1053 -
|3a la. +2a,, =30 | v, — S5, =6 [a® +a; =50
d) ¢ ) e) | . f) | ]
|a, -a,, =836 |8y +dg =8 1S, =+ 16 i

as.

(a,), sase determine termenii a,;, a,

Cunoscand suma S, a primilor n lermeni ai unei progresii aritimetice

si ratlia progresiei, daca:

9 2 . n® +6n )
a) S, =8n”-6n: b) S, = 5n% - 3n; €) S, = @) B, =

n n’
6 8 8

(9. Sa se determine progresia aritmetica care indeplineste conditiile:
a) suma primilor trei termeni ai progresiei este egala cu 10,5, iar
produsul acestor termeni este egal cu 35;

b) suma primilol cinci termeni este egala cu
1 cu 45

5, iar ]n'ullnsul acestora

este ega

(110. Sirul (a,) are termenul general dat de formula:

6+11In 7 -3n
a) a, =3n-4& b) a,=——" c) a, —
4 6
n -7
5 -2 49 o s ‘ 3 7
d) a,=n"+2; e) a, =2 f) a, —
I
Sa se precizeze daca sirul (a,) este progresie aritmetica si i caz
afirmativ sa se precizeze ratia sa.
f111. Sa se decida daca este progresie aritimetica un sir astfel incat, pentru

orice n &N, suma primilor n termeni ai sai este data de formula:
a) S, =n’: b) S, =n"+2n; ¢ S,
e) S, —an” +pn, o eB \ 0], P [

f) S, —an’ +pn+y vel

-nt +4; d) S, n- +oan, e i

\ 10}

[112. Se considera sirul (a,) si S, suia primilor n terment ai acestuia

d astfel inecat S an

1

Daca exista numerele reale a, b, €, b +en + d. atund

(a,) este progresie aritmetica daca si numai daca a d=0.

113. Progresia aritmetica (a,) cu ratia T este definita prin anumite elemente
date. Sa se determine in ficcare caz elementele cerute:

a) S5, ., 483, a, +az +ag +a 36; a, +ta,, T, s g7. Sa se determing
a,, rsin.
72
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an — 95, =0. Sa se calculeze a, Tsin.

c) a,, +a, +Aa; A 50. Sa se calculeze S,s.

N

. a) Sa se

divid cu 5.
b) Sa se

calculeze suma tuturor numerelor mai mici decat 1000 care se

calculeze suma tuturor numerelor naturale mai mici decat
1001 care nu s¢ divid cu 7.

015. Fie (a,) 0 progresie aritmetica cu ratia r. 5, suma primilor p termeni

ai acesteia  si kem \ |1}, un numar natural. Sa se demonstreze ca

Sin k*S. =0« r=2a,.

(J16. Fie (a,) o progresie aritmetica cu ratia r. Atunci sirul:

a) a; +a,, Ay +aAy, Ay F Ay, e Ay Ty este progresie aritimetica. Sa
g€ pn'('im‘ze‘ ratlia.

b) a,. a;, ap. A e Qg esle progresie aritmetica.

1i7.

sirul a e U |

Urom SU2)

Fie (a,) o progresie si [:N—MN I(n)=au b, a, beN. 54 se arate ca
e oo €ste progresie aritimetica. Ce ralie are?

J18. Fie (b,) o progresie aritmetica si (k) o progresie aritimetica cu ter-
meni numere naturale in ordine crescatoare. Sa se arate ca sirul b . by, By, ¢ s

b, . ... este progresie aritmetica.

k,

2.2. PROGRESII GEOMETRICE

[119. Sa se determine termenul de rangul n al progresiei geometrice:
; : ' 1 11 r I =
a) 5. 10. 20, 40. 80. . 2b) -1 —, =) V10, VB 255,
2 4 8
f e I ! \‘"‘lf‘ 5} >
d) V2, V6, 32, .. @) o A’ 1. ... ) =32, 16 [ S
) e}
[120. Sa se determine lermenii by by, by, byg din progresiile geometrice:
a) b,. 12 24. b, b) b,. 8. 16. b, ...
c) b.12.6. b,. .. d) b, L ‘).I)‘.....
)

0021, Sa se delermine primii doi termeni ai progresiei geometrice (b, ) daca:
4 4
b) |),‘ — Sl 1’. = —
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c) b, =6144 si b,y =32b,,;

e) b, =54, b, = 486.

(J22. Care dintre urmatoarele siruri sunt progresii geometrice:

3n-l ‘ .
a) (X,). X, = 5 b) (v,). o =2 (~2)";
o) (2,). 2, = —= +5"; ) (u,), u, =_%?

J5

23. Este progresie geometrica sirul de numere reale pentru care suma
primilor n termeni este egala cu:
a) S, =n>-2n+1

7" -1

¢) S = :
) S, 5

b) S, =2*"" -1,

d) S, =9-3"%2?

124. Fie (a,) o progresie geometrica. Este progresie geometrica sirul (b,)
definit prin:

~S2.
a) bn :an' b) bn :an +a c] bn :au 'anﬂ?

ntl?

(125. Care dintre sirurile recurente urmatoare sunt progresii geometrice:
1
a) b, =5 b, =-2b, ,, n=2 b) b, S bz =80, 020

c) b, =8 b, =1+b,,, n2172

(J26. Fie sirul (v,) cu termenul general v, = 2(\/5)" o

a) Sa se stabileasca daca sirul este progresie geometrica.
b) Care dintre urmatoarele numere se gasesc printre termenii sirului
(v,): 18, 36, 16243, 468, -729, 1458?

(327. Se da progresia geometrica (u, ) cu ratia q.

Sa se determine elementele cerute in fiecare caz.

1
a) u, = -t qg=2,n=>5. Secer uy, siS,,.

4 64

b) u, =5 u, Ty Se cer ugy si Sy,.
4 :

¢) u,=—, u, =100, n=3. Secer S, si Uy, ;.
5
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128. Sa se determine progresia geometrica (a,) daca:

[as—al=#1218 Jﬁ=~2'3 a;+a, +a, =21
a)l B 420, b) a, . c) ? ’ :
ay —ay == 1510:341 a, +az+a, =42
as +a, =L(7
d [ 5 T Ay ( 5) . fa,+a, +a; =13 9 a,(a, ~a;)=6
las—a«t:‘l};’ 13%‘“334“33:91, a;(a; -a,)=15

(129. Fie (a,) o progresie geometrica cu ratia 2. Daca termenilor a,, a,, a, li

se adauga 18, 34, respectiv 16, atunci numerele obtinute sunt in progresie
aritmetica. Sa se determine progresia (a, ).

(30. Fie (a,) o progresie aritmetica si (b, ) o progresie geometrica, ambele
avand primul termen egal cu 3, a, =b, si a, +a, —a, =b,. Sa se determine
cele doua progresii.

f131. Sa se determine progresiile geometrice (a, ) si (b, ) stiind ca:

a,=b;, a5 =b; +b, si a, +a;=by +b,-

132. Fie sirul (a,) definit prin a, =1, a,,-2a,=1,nzx>1.
a) Sa se arate ca sirul (b, ), b, =1+a, este progresie geometrica.

b) Sa se determine sirul (¢, ) stiind ca pentru orice neN, ¢, +¢, +...+

+("I] = all
2a, +27
(033. Se considera sirurile (a,), (b, ) definite astfel: a, =4, a,,, = 3’“—2 si
a, +
a, -3
- ﬁ‘——, n=1.
a, +3
a) Sa se arate ca sirul (b, ) este progresie geometrica.
b) Sa se determine termenii a, si b, .
X A e . . . 1 a, +8
(034. Se considera sirurile (a,) si (b,) definite astfel: a, =_—-,a,,; = 5
2 2a, +1
-2
b, = 4 JRZEl
a,+2

a) Sa se arate ca sirul (b, ) este progresie geometrica.

b) Sa se determine termenii a, si b,.
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(035. Fie sirul (a,) definit astfel: a, :Z. 8, :E, a.s :i-awl —-lan.
3 g 3 3
a) Sa se arale ca sirul (b, ), b, =a,,, —a, este progresie geometrica.

b) Sa se determine termenul general al sirului (a, ).

n

(336. Se considera sirurile (u,) si (v, ) definite astfel: u, =2, u, -2u,, =2n+3,

v,=u, +2n-1, VvV neMN. Sa se arate ca sirul (v, ) este progresie geometrica si
sa se precizeze primul termen si ratia.

037. Se considera sirul (a,) definit prin relatia de recurenta: a, =0,(6), a

n+l

a“ n+2
Y A

esl.e progresie geometrica.

> 1. Sa se arate ca sirul (b, ) definit prin b, =a,J2 -n, ¥ neN

(138. Sa se calculeze sumele:

1 1 1 1 1 1 1 1
a) l+—+—+...+—: b +— = ——
5 5 5" 4 4° 4-‘ 4" 4"

) ZL J Q) Z]L‘*J I e)kz ﬂzl“q’k gfﬂl g)ki‘;kﬂk.

k=0
(139. Sa se calculeze sumele:
a) 1-3+2-3°+3.3*4+....+n-3"

1 2 7 3 ’ n
b)l-—+2‘[l +3~[1J +..+n-£i] :
2 2 2)
+n-x";

2
€) 1-x+2-x*+3-x%+...
2 N2 2
d) (a—kl} +(a2+-l—,, oyt J , aRdl;

e) 1-x""+2:.x"?% 4 4 (n-2)x?

n

a

+.,.+[a
+(n-1)x+n.

(J40. Fie (a,) o progresie geomelrica cu ralia . Sa se studieze daca sunt
progresii geometrice sirurile definite astfel:

a) aj, aj, ..., a’ ..

b) a,-a,, a,-a,,...a, -a_,.

c)a +2 a,+2 ..., a4, +2, ..

d) p-a,.p-a,. ...p-a, .. unde peN;

e) a,ab, a,al, ... d”‘l{“, ... unde p e N’;
o
.1“ i sl
8 a.a,, a, .. a,,.,,...

76

® Algebri o II. FUNCTII

41. Sa se calculeze sumele:

a)l+11+111+...+111...1; b) 5+ 55+ 555 +...+ 555...5.
1 cifre n citre

(42. Daca (u,) este progresie geometrica cu ratia ¢ # +1, atunci are loc egali-

lale:l‘ »}l] uz #A*UL_ZL_* + uu lun
u, +u,

. u,q(q” -]
W, +u,  ge-1

u, + u,

(143. Daca (v, ) este progresie geometrica cu v, >0 siratia q > 1, sa se arate

e i Ja
B O N N TN A N S

2.3. APLICATII

(044. Sa se determine x el astfel incat tripletele de numere sa fie in pro-
gresie aritmetica:

a) x-1, x+5, 2x +8: b) 3x -7, 5x -7, x* +2x —1;

c) 2x* -9x -3, x* -3x-2, 2x* - 11x +19;

d) 2x* —x-13, x> +x -4, 2x> -3x +5;

e) 5x -7, (2x -5), 7x - 3.

(145. Sa se delermine x el
progresie aritmetica:
a) -2x -1, [2x - 1], 5+ 2x;
b) |3x -5, 3x -2, 6x - 8;

c) 2x+5.9 x — 2.

astfel incat tripletele de numere sa fie in

(046. Sa se determine x e B astlel incat tripletele de numere sa fie in pro-
gresie aritmetica:
1 bx-2 6x-1 b) 1 13 25,
x+1 7x+1" 7x+1 3x-2" x+2 2x’
2x-3 6x+1 10x+5
2x '3x-2° 2x

c)

(047. Sa se determine x el astfel incat numerele sa fie in progresie

aritmetica: )
b) x4, J5x -9, x +2;

d) {3}‘5”}. 2x +1, 4% + I:

a) x+5, J9x + 58, 2(x + 6);

c) 4x -5, J7x* + 8, Bx—1:

s -
e) [—'i‘»—] 4x -1, EJ. X EN.
 x+1 X
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(J48. Numerele a,, a,.....a, sunt in progresie aritmetica. Sa se delermine

numarul acestora daca:
a) a, =55, a5 +a, =32,5, 5,5 =412, 8

b) a, +a, =16, S;5 =131,25, a, =44.75;
e) S, =6.(6). a,-ay =6,(1), S, = 76.(6):
d) S, =48, 8, =286, 5, = 240.

749, Sa se rezolve ecuatiile:
a) 2+7+12+17 +...+(4 +x)=6477;
b)1+4+7+...+x =117,
c) 1+8+15+...+x=3075;
(

d) (3x-1)+(3x - 4)+(3x=7)+...+(2x - 58) = 790;
e)l+§+§+z+..‘+(xgiJ:840,5:
2 2 2 2 2,
4 o
f][x+l]+(x+3 4—(x+£]+...+(x +12}:34O:
; 4,) \ 4) ! 4 4
b d C
g](SA»E + BX—l—lJ-k[Bx~EJ+...+(3xfl—li]:7901
2) \ 2 2 : 2
h) X_2+x‘4+X~6+...+£:12.
X X X X

[150. a) Numerele x° — 4x -1, 2x - 3, x* - 3x, 4x - 7 sunt in progresie aritme-
tica. Sa se determine x si cele 4 numere.
b) Aceeasi cerinta pentru numerele: 4y” =7, 5y” -18, 53y, 4 - 2y°.

(J51. Numerele x +3y+1 3x+2y, 2(x+1)+y, 6x-y-3 sunt in progresie
aritmelica. Sa se determine x, y € &2 si cele 4 numere.

(152. Aceeasi cerinta ca la problema anterioara pentru numerele:
a) |x}+1, 2x-1, {x}+2, 6y-2x;

b) [x]+%. 3[x-4]+11, x+1, —2xy:
c) 4[2x -2, [2x-2] . -2.

(353. Numerele 8, 15, 24 pot fi termeni ai unei progresii aritmetice? Dar
numerele 5, =4, —12? In caz afirmativ, dati exemplu de o astfel de progresie.

54. Sa se demonstreze ca numerele:
a) V2, /5, V13: b) V5. V10, J14;

¢) V3, V7. J11 nu sunt termeni ai unei progresii aritmetice.
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(85. Un triunghi dreptunghic are masurile unghiurilor in progresie
aritmetica. Sa se determine aria acestuia stiind ca ipotenuza are lungiméa de
20 cm.

[156. O tribuna a unui stadion se compune din 41 de randuri de scaune si
pe fiecare yénd urmator se afla cu 10 locuri mai multe decat pe randul
precedent. In ultimul rand sunt 500 de locuri. Catli spectatori pot intra in
aceasta tribuna?

r157. Sa se demonstreze ca daca patratele lungimilor laturilor unui triunghi
sunt in progresie aritmetica, atunci si patratele medianelor sunt in progresie
aritmetica. Reciproc este adevarat?

£158. Cate laturi are un poligon convex daca masurile unghiurilor interioare
succesive sunt in progresie aritmetica cu primul termen 100 si ratia 1.6° 7

f189. Cate laturi are un poligon convex cu masurile unghiurilor interioare
crescand din x° in x° incepand cu masura a°, in cazurile:
a) x =30, a=30; b) x=28 x =48 ¢} x =20, a=68 d) x =22 a=65.

£160. O sfera care aluneca pe un plan inclinat parcurge in prima secunda
0.2 m, iar in fiecare din secundele urmatoare cu 0,4 m mai mult decat in
secunda precedenta. Ce distanta a parcurs sfera dupa 30 de secunde?

(J61. Un credit bancar de 900 de milioane de lei este rambursat n 5 rate cu
valori strict crescatoare, care formeaza o progresie aritmetica. Daca primele
doua rate totalizeaza cat un sfert din totalul celorlalte doua, sa se determine
valoarea fiecarei rate.

162. Sa se arate ca daca numerele a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica,
atunci si numerele a®+ab+b? a’+ac+c’, b’ +bec+c’® sunt in progresie
aritmetica.

163. Sa se arate ca daca numerele a, ¢, b sunt in progresie aritmetica,
atunei (a +2b)(a+2c)(b-c)+(b+2a)(b+2c)(a-c)=0.

[164. Daca numerele a”, b?, ¢ sunt in progresie aritmetica, atunci si nume

1 1 c b

rele ., respecliv

a+b a+c¢ b+c
tica.

, . sunt in progresie aritme-
a+b a+c b+c

£165. Daca numerele a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica, sa se verifice egali-

tatea a’ + ¢ —b(a +c)=2(b* —ac).
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[166. Fie a, b, ¢, d numere in progresie aritmetica si o =a” + be, p= b(a +d), (72. Numerele u,, u,, ..., u, sunt in progresie geometrica. Sa se determine

y=c(a+d), 6=d’ +bc. Sa se arate ca numerele B-a. y~p, 6~y sunt in pro- numarul acestora daca:
a) u; =3, u, =96, 5, =189,

b) u, =1 u, =2048, S, = 4095;
255
=i

d]q=—g.u,—u,:1995 633

gresie aritmetica.

067. Daca a. b, ¢, d sunt numere intregi, in progresie aritmetica, atunci
& prog ‘* e ¢) q=2 u,=-1288S,, =

numarul (a—-b) +abed este patratul unui numar intreg.

128 ° "7 327

1

0e68. Fie (a,) o progresie aritmetica cu ratia r. Sa se exprime in functie de

&y, ¥ 8l n urmétoarcle expresii: (73. Sa se determine x el astfel incat fiecare triplet sa fie format din

a) a; —a, a3 —a, +. Ay, Ay, numere in progresie geometrica:
b) a,a, +a,a, +a,a, +...+a,a,,; a) 3x -8, x+6, 84 - x; b) 4,3+ x, x* +5x +4, 25;
2 2 2 :
c +as, +...+an;
) a'l o & ¢) 4x -7, 5x -8, 7Tx - 10; a) g.x+l, 1,5 +6.
d)aa + Fo ya, 20, kKeN;
E a,a ananv = -
l 12 o 1 ] 1 074. Sa se determine xeB astfel incat tripletele de numere sa fie in
e) + +o ,a, #0, keN; progresie geometrica:
aa,a; aj,a,a, a,a, &, a) x+3 2x+4 4x+6 x %1 b) 2x-1 2x-1 2x+1
2 2 v » ) ) » . » B
f)a, +2% a,+3" a; +..+n’ a; x-1" x-1" x-1 2 4 10x+1

1 1 1 5 x+1 x+1 x+1 x+3
g) = +t———"——.a, >0, keN; c) —,3x-1, 5x +1; d) . . 3
va tya,  ya, +ya, V&, Ty, ' | 3 sk

x-3 x-3 x-1

; e) : ; .
069. Daca numerele a,, a,. a,, ..., a, sunt numere reale nenule in progresie x -1 2 2-x
E aritmetica, sa se arate ca:
' 1 1 1 1 n-1 i 75. Exista numere reale astfel incat urmatoarele seturi de numere sa fie in
| a) —+ = o+ = .V neN \ {1} : progresie geometrica:
a,  a,az;  aza, a,,a,  aa,

a) [2x+1|, -4, |6x +5|; b) 3x -1, [3x+2|, 24x: ¢) x -1, Vy9x +6, 2x;
d) x-2, J5x+10, x+4; e) Vx + 3, Jyx +6, Jx +18;

b) a, +2a, +2a, +...+2a, ,+a, =(n-1)(a, +a,), n2 3.

. 070. Daca a,, a,, a,. ..., a, sunt numere reale pozitive in progresie aritme- ) 6+Vx+5; Vx+5; -3+Vx+5;8 V-x+2+1 JBx+21; 5+3J-x +2;
tica, sa se arate ca: : "
1 ) 3 o ' h)[si:IJ.2x+l.4x+l;ﬂ {59%},4x_1,{§}><e~.
+ i, _ _ X + X
Ja +a, Ja, +a, Ja, +ya; Ja +Ja,
076. Exista numere reale x astfel incat urmatoarele triplete de numere sa fie

071. Numerele y,.y,, ...y, sunt in progresie geometrica. Sa se determine in progresie aritmetica:
numarul aceslora daca: a) 4[x+2]-2, [x +2], %: b) XL;Q‘ [2?\';1} 2[2X5+1}7X;2:

a) y,=3.y, =965, - 189; by, =Ly, =S, =20, o .

\ NI 0 2x +1 [7){—2} 2{7X+3}_2X+7?
¢)y, =Ly, =-2048,5,6=-1365 d) y, =384,q=2, S, =765. 3 'L &5 } 5 3 .

(77. Numerele 6+ 2y, V9x -2, 8, 9x -2 sunt in progresie geometrica. 5a se
determine x, y si cele 4 numere in progresie geometrica.

80 81
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(378. Numerele b, b,, ..., b, suntin progresie geometrica. Cate numere sunt
daca:
b, - b, =48 bs —b, =216
a) b, + by =48; b) <b;,-b, =8 ¢
S, =1023 S, =40

[79. Sa se insereze intre 9 si 243 doua numere reale astfel incat cele
4 numere sa fie in progresie geometrica.

6 L
80. Sa se insereze intre g si ég trei numere reale astfel incat cele

5 numere sa fie in progresie geometrica.

I81. Sa se arate ca urmatoarele numere nu pot fi termeni ai unei progresii
geometrice:

a) V2, V3, V5; b) V3, V5, V10: ¢) J8. 6, /5.

182. Sa se determine 4 numere reale in progresie geometrica cu proprietatea

ca suma termenilor de rang par este egala cu 60, iar suma termenilor de rang
impar este egala cu 20. '

(183. Sa se determine 4 numere reale aflate in progresie geometrica, stiind ca

suma termenilor extremi este egala cu triplul mediei aritmetice a termenilor
egal departati de cei extremi. :

(184. Si se determine 6 numere in progresie geometrica stiind ca al treilea

numar este 8, iar suma primelor trei numere este de 9 ori mai mica decat
suma celor 6 numere.

(I185. Suma a 3 numere rationale in progresie geometrica este egala cu 63, iar

: 7
suma inverselor acestora este 16 Sa se gaseasca aceste numere.

(186. Sa se determine 5 numere reale in progresie geometrica daca suma
primelor doua numere este 342, iar suma primelor trei numere este 742.

(187. Sa se determine 6 numere in progresie geometrica daca suma lor este

1
364, iar raportul termenilor de rang 2 si 4 este 9"

(188. O progresie aritmetica cu termenul al doilea egal cu 5 are proprietatea
ca primul, al treilea si al unsprezecelea termen sunt in progresie geometrica.
Si se determine primul termen si ratia progresiei aritmetice.
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r189. Fie (a,) o progresie aritmetica si (b,) o progresie geometrica, ambele
avand primul termen egal cu 3, a, =b, si a, +a, -a, =b,. Sa se determine
cele doua progresii.

li
se adauga 18, 34, respectiv 16, numerele obtinute sunt in progresie aritmetica.
Sa se determine progresia (a,)-

5 1 Y 1 v 1 3 . ey =y i -~ i v
(J90. Fie (a, ) o progresie geometrica cu ratia 2. Daca termenilor a,, a,, a

{53

J91. Sa se determine a, b, ¢, d stiind ca acestea sunt in progresie aritimetica,
jar numerele 1+a, b-1 c-1Ld+ 3 sunt in progresie geometrica.

[192. Sa se determine trei numere reale a, b, ¢ aflate in progresie aritmetica
curatiar, iar a-1, b-1,¢+3 sunt in progresie geometrica cu ratia r - 2.

[J93. Numerele a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica si au suma 21. Stiind ca

numerele a+3, b+5, ¢+ 13 sunt in progresie geometrica, sa se determine
numerele a, b, ¢.

fj94. Fie (a,) o progresie aritmetica si (b, ) o progresie geometrica, avand
aceeasi ratie. Stiind ca a, =b, =1 si ca numerele a, +b,. a, + b,. a, + b, sunt
in progresie geometrica, sa se determine cele doua progresii.

(195. Sa se determine numerele reale a. b, ¢, d aflate in progresie aritnetica
stiind in plus ca numerele 1+ a, b+1 c+3, d+9 sunt in progresie geometrica.

196. Sa se calculeze sumele: ) .
a) 24992 4+222 +...+222..2; b) 7+77T+777 +... +‘7/7.“/‘.

n cifre n eifre

f197. Sa se arate ca numarul A este patrat perfect daca:
a) A =999...94000...09: b) A:Q‘QQL;QSQQO#O‘,;QSI.

n vilre 1 citre n cilre 1 cilre

1o8. Sa se determine ne™ din urmatoarele egalitati:
a) 1+2+4+8+...+2-2"=13107L;

o L. 127
b) 2 42 +2+ ...+ 2 :—48—:
2 1. 1 1 (-1)" 57
@) == —#—— =t o T
3 3 6 12 3.9 128
0 5-(-2)" " 2315
d) E/§-+§ ! -+‘..+—(’—)——:~(——i‘
4 6 9 27 3" 2916
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199, Daca numerele a, b, ¢ sunt mn progresie geomelrica, sa se arale ca:

a) (a (‘Hl)‘;('](l)‘ Fe? ]y(‘) (h’ )('/)(l\ij\‘ ]
: 1 1 I
b) a b ( Ve | | 3 | : 1
1100.5a se arale ca numerele a, b, ¢ sunt 1n progresie geomelrica daca si

numai daca:

a) (ab + b ca) =abce(a+b+e);

b) (2’ + b" 4 ¢’ ."»:1|)<')‘j =(a® l)(-): F(b? ;u')‘ (e —ab)

e TESTE DE VERIFICARE ——————————
Testul nr. 1

in progresia aritmetica (a, ) se cunosc a, =9 si a; = 87. Sa se calculeze

O 2. Sa se delermine numerele a,. a,. ... a, aflate in progresie aritmelica
la, +a, =5
stiind ca verifica egalitatile: | ) .
a; +a; =45
O 3. In progresia geomeltrica (a, ) se cunoasie ca a, 1 sioa, =32a,. Sa se
determine a, si S, n=>1.

) 4., Se considera sirid (b, ). b, 'T’[\v'."»] Sa se arate ca (b, ) este progresie
geomelrica si sa se precizeze daca numarul 1250 este termen al sau,
Testul nx. 2

) ) . a; +ay +ay; =6
Q 1. Sa se delermine progresia aritmetica (a, ) stiind ca ‘
a, -ay -a, =24
Q 2. Se considera progresia aritmetica (a ) si sirul

(b,).b,=a,-a,nxl keM, lixal

Formeaza (b, ) o progresie aritimetica?

5

Q 4.

0 2.

0 8.

0 2.

0 3.

Q4.

o o e o o - & Algebri = II. FUNCTH

Se considera progresia geomelrica (a,) de termeni pozilivi si fie
9
;'lH ! ;l” | QA . - Pt 3 3=
b = 1 1l Sa se arate ca sirul (b, ) este progresie geometrica.
N
.

.56 esle patrat perfect

Testul nr. 3

Intr-o progresie aritmetica (a,) suma primilor 4 termeni este egala cu

9
10, iar suma inverselor acestora este - Sa se determine
15

5
>

a,, Ag. Oy, Ag

+ay,-

Sa se rezolve ecuatia 3x +(3Xx +2)+(3x +4)+...+(3x +100) = 2652,
)

Sa se determine numerele a, b, ¢, d In progresie

1 192 3 }\ P
a+d=10 81 D+ (

geometrica stiind ca

19
LN

Se considera sirul (a,). astfel incal a, =2 si a 3a, +2. Sa se

delermine a

stiind ca exista a el asilel incat sirul (b ), b, =a, +a

esle progresie geometrica.

Testul nr. 4

Fie ay: @ys v @ o progresie aritmelica. Sa se arate ca pentru orice

neN are loc relatia:
R , W nin-1)(n+1)r’
a; +a, ra, ——l(a,+a, +...+a,) —

I ' 12

Progresia aritmetica (a, ) este formata din numere naturale. 5a se aral
ca daca aceasta progresie conline un termen patrat perfect, atunci ea

contine o infinilate de termeni care sunt patrate perfecte.

Numerele x -4, 12 - x,. 3x, 10x -6 pot [i in progresie geometrica? Dar

8, \(»\ +4, 3x

numerele x

Sa se calculeze suma S, unde
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3.1. REPER CARTEZIAN. PRODUS CARTEZIAN
DREPTE IN PLAN DE FORMA x = msau y = m, m € R

(1. Se dau multimile A ={-3, 2}, B={-2, 0, 3].
a) Sa se determine produsele carteziene A x B.BxA, AxA, BxB.
b) Sa se reprezinte geometric produsele carteziene de la punctul a).

f12. Pe tabla de sah se afla un nebun pe pozitia (¢, 3). un cal pe pozitia (d, B
un turn pe pozitia (f, 7) si regele pe pozitia (b, 6).
a) Sa se scrie toate pozitiile pe care le poate ocupa fiecare piesa la o mu-

tare corecta.
b) Sa se scrie produsele carleziene corespunzatoare fiecarei multimi de

porzitii descrisa la a).
[13. Sa se scrie multimile A si B stiind ca:
a) AxB={(2 3):(3 2): (1 2); (2. 2): (3. 3): (L, 3)}:
b) AxB={(-1 -1):(0.3): (3, 6): (3. 3): (-1 3): (-1, 6): (0. 5): (0. 6);
(-1, 8): (0, =1); (3. 5): (3, - 1)}.
(4. Se dau multimile A ={-2, 3, 2!si B={x. y, z|. Sa se determine multimea

B astfel incat AxB=BxA.

()5. Sa se reprezinte geometric produsele carteziene AxB, BxA AxA BxA,
daca:

a) A=[0,3],B=1-113}:
b) A={-3,-20.12}, B=[-2 4];
) A=[1 3], B=[-2 2]

6. Fie A=11,2, 3.....100}.
a) Cate elemente au multimile:
B=|(x.y)e AxA| x=par, y=imparj;
C={(x, y)eAxA|xi8 yiT};
D={(x,y)eAxA|xi4, yi8
E={(x,x+8)eAxA| x=3k keNj?

b) Care este probabilitatea ca luand la intamplare doua numere a si b
din A, primul sa fie par, iar al doilea sa fie multiplu de 9?

86

07. Fie A={3},B={a}, C=R.
a) Sa se descrie multimile AxA, BxB, AxB. B~ A.
b) Sa se descrie multimile AxC, CxA, BxC. CxB.
¢) Sa se reprezinte grafic multimile de 1a punctele a) si b).

08. Fie A={-2}, B={2}, C=[-4, 4].
a) Sa se descrie multimile AxC, Cx A, BxC, C xB.
b) Sa se reprezinte grafic pe acelasi sistem de axe multimile de la a).

9. Sa se reprezinte in plan dreptele caracterizate de ecuatiile:

a) X:3,X=—g.x:0;
2

b) y=-V4,y=/3, y=0;

c) 3x+2=0,2-x=0, ]5*5X:0.6~9X:O;
9

d) y+4=0, 2y +/8 =0, 3y~9:0,2~lv:0.
3

(10. Se considera urmatoarele reprezentari graflice (figura 1).

o Y y

-1
¢

1
T

=
=Y
=y
O
/

Pt
I 1
i 1
I
e

_

Figura 1

Lecturati graficele si reconstituiti multimile care au aceste reprezentari.

011. In reperul xOy se considera multimile de A d B C

puncte din plan d,, d,, d,. d,. d.. d ’
= . ) l

a) Sa se descrie aceste multimi ca produs H l“ D

cartezian si cu ajutorul unei ecuatii.
b) Sa se determine coordonatele punc- J . K

telor A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K (figura 2). d, -0 ' X
. G 3
0J12. Se considera multimile: a - . E
A =[-1,2]u[3. 4]: B={1,2} u[3, 5]. S g, d.
B ) ? Figura 2 !
a) Sa se descrie multimile: A x A, B x B,
A xB, BxA.

b) Sa se reprezinte geometric aceste multimi.
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J13. Sase reprezinte geometric multimile:
a) {2, 3} xk, Bx (-2, 2}; BRx [-1 8]: [-3. 3] <k
b) Rx[0. +w): (-~ 0] x B (-, 0] 0, +ool:
o) ([-3. ~1U[L 3]) <& Bx({-2. 2} (3. 4])-

Se considera multimea A = [-83. 6] L.

Sa se determine submultimile B ale produsului cartezian A x A Sisa se
reprezinte geometric:

a) B={(x.y)|x=2y:

) B=|(x. y) | x divide y}: d) B={(x.y)|lx+yl=4].

014.

b) B={(xy) | x=y+2}

(J15. Sa se determine multimile A, B pentru care sunt indeplinite simultan
conditiile:
a) |12/ xBc Ax A b) (L, 2lx A cBxB;

c) AxBc il 2, 3} x{L 2, 3, 41.

(116. Se dau multimile:
A=lxe#|3aner (2 3nH10L B em | fx = x+1 <3
] n+l1 J i
Sa se reprezinte grafic mullimile A xA, AxB, BxA. BxB.
(117. Se considera mullimea A = (1,2, 3, 4). Sa se delermine cel putin trei

submultimi Mc AxA cu proprietatea ca daca M contine perechea (a, b),

atunci contine si perechea (¢, d) astfel incat ad = be.

118. Sa se delermine multimile A, B stiind ca CxCec AxBcDxD, unde
C=11,2} si D= 1, 2, 3}.

[119. Sa se determine multimile A, B nevide, daca sunt indeplinite simultan
conditiile:
a) |0. 2} x B Ax A

b) ':I.Z:YACBXB'.
¢) AxBcl0, 1,2 3)x0, 1.2, 3. 4}.

Sa se determine multimea A in cazurile:
a) {2, 3)x Al 2 3}x{L 2 a3k b) A x{l, 2} =il 2, 3} x A

¢) Ax{l, 3 5l 3 5 xA

J2o0.
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" f)21.Fie A={1.2 3, 4,5, B=|
. 5 | ](X.y)eAxAlxsy}-,C::(x.y)eAXA| x=y},
={(x,y)e AxA| x:y este numar natural}.

Dy, ir7ati - AT 3
Precizati valoarea de adevar pentru afirmatiile Cc B. Cc D. D« B
L ST ] ‘ 5 — .

(22. Se considera multimile:

A eN}. C:{XEN

A:-JxeN' %EN},B:JXEN.

| X |

Cate elemente are multimea (A xB) \ (A xC)?

X-2

(323. Se considera multimile:

A:JXEN aneN‘X:Ml i
| n® +1 JSI
Bolyxen | 25 100

si —— sunt nun atur l
1 ) <2116 nere natur aleI.

Cate elemente au multimile AxB, BxB, AxA?

3.2. NOTIUNEA DE FUNCTIE

024. Se considera multimile A={a, b, c},B=11,2 3 4] si 8
| | - »b,ecp, B=1L 2,3, 4], si urmatoarele
corespondente intre elementele celor doua multimi:

Care dintre aceste corespondente definesc o functie?

- U25. Se dau multimile A={a, b, ¢, d e} siB={12, 3, 4, 5]. Care dintre urma
; toarele tabele de valori definesc o functie f: A — B? -

X a b ¢ d e
7 X a b 3
T : C d e
(x) | 2 3 3 4 5 f(x)|5 5 5 1 1
211 b c d e X a b C d e
2 3 4 f(x) |83 1si4 2 5 4
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i - 1
126. a) Cate functii identice se definesc de la mullimea A =11, 2 la

B=i-1 13}7? : ) |
| b) Folosind diagrama cu sageti, sa se defineasca toate functiile de la A
' la B si de la B laA.

. y i
¢) Aceleasi cerinte daca se folosesc multimile A = 10, 1, 2}, B=1{x yj-

1 o ‘ 3 le
p ¢ ) sun pr Z! nt.a e CO SP nd

'2; . ln reprez elltdl lle gl (lh(:e dll’l flgura (1 ¥ t €ZE t re O (f]lte

st 3})11“ e lr]tl € (’,15‘“‘1@‘ lt_elf: a doua mul t 1mi. Cal e COor eSpO] ldel lte 1 epl ezZ1x lt ao

functie? 1
v U1 Jw Figura 1
o= 4 _______ ?.
‘ s e 31--¢ |
| ! 1 I
| | 27-eme-d | 22 T e
! T
bie o S S T 1
| : s
i o 1 2 34 x O 12345
J28. Care dintre urmatoarele corespondente nu sunt functii: .
a) f:l;-al?,f(x):(ix+4\/>_(—: b) g: Rk g(x)=Xx -1
3
~1
X +3 i e .
‘ c) h:tlz—ﬂl.;,h(x):X’Al; d) i:R >R i(x) i1
1 . o). 1 =¥ =15
: ) = : 1:01 o) = [1, +0), 1(%) ;
e) k[0, +o0) > B, k(x)= 5o 0 1:] j=]
1 ]x+1.x£0?

g) m:L\ |2} > E, m(x)= : h)yn:k->R n(x):-‘ e sl

x* -4
inir y :are
Operatli cale o modificare in modul de definire a corespondentelor car

nu sunt functii astfel incat sa se obtina functii.

M29. Relatia y = X% = TX + 1()). x, y € b, defineste o functie f:8 — & de argu-
ment x? Dar de argument y?
(130. Fie functia {:N—MN, f(n) este ultima cifra a lui 8"

a) Sa se calculeze {(2), (7). 1(56), f(345). {(2005), f(4961).

b) Sa se expliciteze legea de corespondenta a functiei.

[131. Fie functia f: 7 > M, f(x) este restul impartirii lui x la 5.
a) Sa se calculeze f(3), {(4). f(-572), £(2456), f(-2033), f(-129).
b) Sa se scrie legea de corespondenta cu ajutorul formulelor.
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037. Fie functia f: 8 -1, f(x)= l . ] )
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032. Se dau mullimile A =|-1 3}, B={1 3 5| si [ o corespondenta intre
elementele multimilor A si B, {(x)=m - x.

a) Sa se determine m astfel incat { sa fie o functie de 1a A la B.
b) Exista valori ale lui m astfel incat [ sa fie o aplicatie a lui B in A?

033. Se considera functia f: 8 — 2, [{x)=[3x+1]+2

Sa se determine f(-2,4), f(-5). f{%/] ([SJ f[ é?j f[‘ '55J‘ f['_2005j_

. 6 4 16
J3x74, x € (-, 0]
(34. Fie functia f: L -k, {(x)=<2, xe(0,2)
13—2){727{2.}{&[2‘ o)
- ; 1Yy o 1 Sia e ol L (7
a) Sa se determine f(2), f »], f|——1|, (4,8), l[~— , =
B 5 v 3 4
b) Sa se determine preimaginile elementelor -9, - 21, 2.
4x, X e (-, 1]
f135. Fie functia f: R - B, {(x)=12, x (1, 8)
122{ -x* xe[3, +u)
a) Sa se determine imaginile prin functia [ ale argumentelor:
4 2, -4, -2 a8 0, 2 608
2 5 4 5 43
b) Sa se determine preimaginile numerelor reale:
3

3.3 9 -2.0 -15.12%
2 1

3x* -4, x & (=, —1]

2x+1, xe(-11)

036. Fie f: B>, f(x)=

3x=6, % el']. for)

. - I I 5 =

a) Calculali imaginile prin f ale argumentelor = 3, - T/): -2, 8.
2 3

b) Care sunt preimaginile numerelor rl)— 0, -1 l—; ?

c) Sa se determine n e N astfel incat f(1)+{(2)+...+f(n)=105.

a) 8a se calculeze [(-5). f(-3). £(-2). £(0). £(2). [(4).
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1 eyl o
b) Care este preimaginea numerelor 3~2A 0,25; 512: 2'” ? Dar a numere-

lor -2, -2°°?

c) Sa se delermine n € ™ pentru care:
4095
2048
respectiv {(0)-f(1)-f(2)-...-f(n+1)=2"°.

fO)+f()+6(2)+...+f(n)+f(n+1)=

138. Se da functia (R >, f(x)=(4m-5)x +3. Sa se determine m el in

cazul:
a) preimaginea prin [ a elementului -6 este 1.
b) preimaginea prin { a elementului 25 este 2.
[139. Seda functia [: & > B, {(x)=ax” +bx+c,a=0,a b, celh.
Sa se determine legea de corespondenta a functiei daca:

a) f(1)=6, f(-2)=21 si l(%\J—lg

4
b) f(l):z, r[ﬁiJ: 27
3) 9 2/ 4

f(2)=7.

(340. Se asociaza fiecarui element x e {-2, -1, 0, 1} numarul x” —1 si fiecarui
element x e {-1,1, 2, 5} numarul x*-3x” +2x +1. Se defineste astfel o functie
1-2,-1,0,1,2,5} la B? Dar

xe{-2, -1, 0,1} numarul x* -1 si fiecarui element xe{-1, 1 2, 5} numarul

de la daca se asociaza fiecarui element
x* -5x” ~x+5? In cazul afirmativ sa se scrie legea de corespondenta a
functiei.

(041. Fie M={me# | m=23a+4b, a, beZ}. Se asociaza fiecarui numar m =
=3a+4b numarul m, =3a-4b. Sa se analizeze daca aceasta corespondenta

defineste o functie pe M cu valori in M.

x> -x+3, xel

3x—1, xe© \ 4.
1

lx-1

(J42. Fie [unctia f: L > B, f(x)="

xel \ ©

a) Sa se determine multimea A = {x el | 2f(x)—x= 5}.

b) Sa se calculeze —

f(1+3)-f(1-V3)’
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1 (3. v200).

-1, ‘\t(\/%a + /,)
Sa se determine multimile A = {\ el [ f(x)e 'I} si B = {\‘ eN [ f(x)> 2!
S X € 2 > (+

2x+5
x-3"
A={xe¥|f(x)e2| si B={xck|f(x)eZ).

(J44. Fie functia f:I \ {3} 5B, f(x)= Sa se determine multimile

045. Fie functia f:8 — B care verifica relatia f(3x+2)=x*>+3x-1. Sa se

calculeze [(3), f(-4), £(0). f(x).

2 1 i
=a +?_;—.ax0. Sa

(J46. Fie functia f: P —» B care verifica relatia f( a+ l
\ a a

se calculeze imaginile prin functia f a numerelor 2. -2, J8. - J20. V13.

(047. Se da functia [ —> D, f(x)=14x -

5 . Sa se delermine valorile
> a

lui a pentru care are loc egalitatea 3a® —a -3 = (2).

3

048. Se dau functiile f, g:{-1,0,1! >, fx)=x"-x*, g(x)=x" - x.

Sa se
arate ca [ = g.

049. Fie functiile f, g:{-2, ~1, 1, 2 >k [(x)=x"-5x" +4, g(x)=x" + x* -
-5x" ~5x% + 4x + 4.

Sunt egale functiile [ si g?
050. Se considera functiile f si g

f(x)=vx +7+6Jx-2 4 Jx+7-6Jx -2, x22. g(x)= “[6,/2;,\(:1] ;

5a se studieze daca [ =g,

[x-L xe|-2 -1

051. Se considera functiile f, £:4-2,-1,0.1} > f(x)="
|5x-12, xel0, 1!’
x*+4x+1, x e {-2, -1
gx) = : ' '
[x*+4x-12, x {0, 1)
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S \sale functiile { st g7
b) Sunt egal functiile { 1 &

ri52. Seda functia [ & =1, [(x)=max(x -3 .
$a se gaseasca o functie g egala cu functia {.
3. Se considera functiile f.g:— 0
(

f(x)=x>-2x-3, g(x)=

Sa se determine submultimile A ale lui © astf

2 O st glli-2, -1 0 1)
a) Sa se determine f({-2. -1 0. 1) siogli-2 b 4

2).

}(A\frl)(x—fﬂ)‘ xel \A.

“1x*(x-5)-3(1-x).x€A

el incat f=g.

i ax x) = cx +d. Sa se arate
154, Se considera functiile {. g o B, fi(x)=ax+ b, g(x)=cx+¢

ista x,. X « =x,. astfel incat T(X
ca daca exista X,. Xy e X, # Xg» 15t fe g !

{ =g,

y W 1y

£ . & f{x)=1
Ciss. Se considera functiile {, gl — b H{x) -

g4 se arate ca daca exisla numerele distincte X X,

e 112,30, atuncl 1 =g

r156. Se considera functiile [, g: & > &, f(x)= \,\\

8 a wmre | =@
ca nu exista a, bel pentru care {=¢.

y=g(x), 1= i1, 2}, atunc

9
hx + ¢ g(x)=mx +NX + P

x, e, cu I(x)= g(x,),

gx)=ax+ b, Sa se arate

< X+2
‘| o functiile . g- A -8 [(x)=u{2 _g(x)=u(8").
fi57. Fie A= 'on lll‘ n et ]S «i functiile [, g A —¥ (x)=u(2*)

Q4 se arate ca =g

i ir Z 3 rme seneral
rig8. Se considera sirul (a,,) cu tern nul g

fn |

a, =3{1+(-1)"}-(-1)2!. n2l

le [(n)-= : ‘ —u(g8*)ra,,. Da se de-
4 funetiile [, g™ ,w date de [(n) = u(2"). g(n)=ul ) \

monstreze ca {=g.
I50. Sa se arale cd functiile [, g:™=— m f(n) = H(
sunt egale.

; i e et B f(x) =X
1 60. Se considera functiile 1, g:& — b, f(x)
unde a, b, ¢, ded. g se arale ca daca exista X,

X ' s funectiile fsi g sunt egale.
f(x,)=8(%) atunci functiil S g
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4"), g(n)= ulu(2"): 11(7"))

rax+b, g(x)=x" rex+d

c# \ @ cu proprietatea cd

—_— ——
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3.2, IMAGINEA S! PREIMAGINEA UNEI MULTIMI PRINTR-0 FUNCTIE
GRAFICUL FUNCTIEL RESTRICTI ALE UNEI FUNCTII

. . R = . 7N
[61. Fie functia i definita de diagrama de mai jos si /1

qultimile A ={1, 2,3}, B={6}, C={1, 3.4.5]. D={a b ¢, /
E=lc, e}, F=ld e}, ‘
a) Sa se determine imaginile mullimilor X, A, B si € |
prin functia f.
b) Sa se determine preimaginile mullimilo D.E, I

si Y prin functia f.

062. Se da functia {8 — . f(x)=2x+1,

A=[-1 5], B=[2 +%), C=(- 0], D=|-11]w(2.6), E= (1 11
b) Sa se determine preimaginile prin functia f ale multimilor:
M =[-8, 1]. N=(0, +=}, P=(-u 2], $=|7}, U=|-5

= |
1 [fis |O'|il‘

063. Se da functia g: b -, g(x)=-4x.

. ! . ) o ) S
a) Sa se determine imaginile prin g ale multimilor [-1, 31 ‘ }

|l 4™ 4
9 ) (2] (2.2
2’ ) U el 142

\ 2]

b} Sa se determine preimaginile prin functia ¢ ale multimilor (-, ‘2]
v -4 8] [ .
(-8, +u), 6, 12], [ -~ a | [‘ I i 2, 1=3,12} ‘, unde 13,12! reprezinta partea

L 3 3 ]
fractionara.
064. Se considera functia -8 - &, [(x)=ax+ h.a+0 a bell. Sa se deter-
mine legea de corespondenta stiind ca:
) i o . il H &
a) {([-1 3])=[-8. 4] b) WJ%‘ :>.H [-2, 7]

c) f([-4.3])=[3a +b. —4a+ b} d) ({[a, b])=]0. 4].

065. Se da functia & —» ¥, [(x)=ax+b a, bel. &

wrespondenta stiind ca:

a) ([~ 3])=[-3. - 1J; 'l U] L li‘[
1 21) L < |
o (2 405 5
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066. Fie functia f:]-1 0,12 V6. -3} >{-4. -3 -2 V2, 3} descrisa de

urmatorul tabel de valori: ' v )
X -1 0 1 2 J6 —~/3
f(x) I 2 =2 42 2 3 3

Sa se scrie multimea G;.

r167. Fie functia f: A - B al carei grafic este multimea:
G, = {(-3. -1), (-1 2), (1, 3). (0. 2). (3, 3)}.
a) Sa se determine multimile A, B cu numar minim de elemente si legea

de corespondenta.
b) Sa se dea exemplu de multimi B cu 5 elemente.

(168. Fie functia f:[-1, 4] >k, f(x)=[x+1]-3.
a) Sa se determine multimea de valori a functiei.
b) Sa se scrie multimea G;.

c) Perechile (f% ‘?)J. (é AQJ. (-é —2]. rg 2‘]. [E —1‘). [z 1‘], (E ~l)

(5 \ \
sunt elemente ale multimii G,?

(3169. Se dafunctia [: P - B, [(x)=(2m+5)x -6m-1.

Sa se determine m e i astfel incat: )

a) (1, 1+7m?*)eGy; b) (m. 2m +1) e G;.

(170. Fie functia {: ¥ > &, f(x)=(m-2)x+3m-1. Sa se determine legea de
corespondenta a functiei in cazurile: ‘
1
a) (3. -4)=Gy; b) (1-m, 2n1-—8)e()l.m>f§.
(371. Fie {:0 5k, [(x)=(m-1)x" - (3m+1)x +3. Sa se verifice daca pere-

chile (-1, 12). (0, 3), [g = %LE]GGI stiind ca (4. ~2m” —l)eG,.

[172. Graficul funciiei {: B > I, {(x)=ax” +bx + ¢ contine elementele (1, 4),
1 3 . 3 8b
(-1, 14), (3, 10). Sa se verilice daca perechile (—2— 5], Lfi 18) si (Z ——8—)

sunt elemente ale multimii G;.
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[73. Fie functia f: » [2x+m] 3x-1
,laI.DﬁD,f(x)—TwL . S3a se determine m e

astlel incat perechea (m, 3) sa fie element al multimii G
¥ £

. . - ‘ s _2x-1 [7Tg=
074. Fie functia f: R > D, f(‘\):T_[ x5 %J Sa se determine m el

astfel incat (m, 0) e G,.

075. Se considera functia f: @ — L f(x)= 2m -7
m-1

sa se decida care dintre perechile

X-2, m=#1. Stiind ca
perechea (m. f(m))e (# \ N)x(Z \ N),
45} (o) [-9) 2

5 B I 7 ] ( 2, 3\/5) sunt elemente ale graficului
functiei.

076. Se dau functiile {: A — B, £:C— D prin diagramele:

-
=
I

A—f—bB

C——g-—>D

a) Sa se determine restrictiile functiei f la multimile {1, 2, 3}
{2, 4},

b) Sa se determine restrictiile functiei { la multimile {-2, -1}, {0, 1, 2};
| : L
-2, -1,0,1}.

077. Fie functia f:[-1, +o0) > D, f(x)=vx+3.

a) Sa se scrie doua restrictii ale functiei f.

b) Sa se determine a e ¥ astfel incat functia g:[a, +=) > K, sa repre-
zinte o extensie a functiei f la intervalul [a, +00),
078. Fie functia f:(-5, 5) > K, f(x)=V25-x*. Functia g:[a, b] >k este o
restrictie a functiei f la intervalul [a, b].

a) Sa se determine a, be ¥ astfel incat sa aiba loc relatia 4a% =12 + b2,
b) Se poate.gési 0 prelungire a functiei f? Exemplificare.
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3.4. FUNCTII NUMERICE 08s5. ‘Sj"ﬁ se determine punctele de inlersectie dintre G, cu axele Ox si Oy
) " q ) pentru functiile:

D tia f:1-3, -2, -1,0, 1,2} >, f(x)=x"+1. Sa se determine , » .
79. Fie functia [:{-3 ! (x) 4 s s T

| x-3 - . [ax | B
o . : =25y b)t:l“%\';‘]’(x):‘g)\ﬂl 5x 1
multimea G, sisa se reprezinte geometric. :

] | 4
) {0 s b [(x)= :(,',lr,% ,‘\Aiio,
(180. Sa se traseze curba G, asociata functiei {: ¥ — &, stiind ca: Com T e 7
_ 3 i =0 ==2.d) f(x)=2m+1, mel. ) :
a) f(x)=-3: b) f(x)=0: €) [(x) ) f(x)= (186. Sa se determine functia f: 0 — B, f(x)=ax + b, daca:
a) G, n0Ox={A(3,0)}; G, nO BO 5
(J81. Sa se traseze curba G, pentru functiile: PGy ¥ A )} @ " Oy ={B( i
@) (-2, 3] > B, [(x)=4 B) G, M Ox = [A (-1, 0)}; G, 1Oy = {B(0, 4a +1)};
b) g:[-3 -1]U[L 3] > B f(x)=2 ¢) G, mOx:JlA(ZdQH Jl[ G,(\()\/:.{B[o‘_%}},;
-3, xs(foo,~2] S ;
c) h: - D, h(x), O hg( % d) Gl mOx = {A J} Glt\OV—’B(O 4 — 3?1)
| 2, xe [2 +o0)
{ 7.1 =3 1 2
l X x el-5, - 3] _ ‘ i : (m-1)x* —mx +1
bl [ (87. Sa se determine functia [ - ¥, [(x)= S '2 ‘_/m\ , daca G,
‘ d) k: [ 5, 5]_,]; =<1, xe(—B,()) ’ X"+
| [ [0‘ 5] intersecteaza axa Ox in punctul cu abscisa 3 si axa Oy in punctul cu ordonata —2«.
x+8 xebo- gl d - (188. Se da functia [B0\ Ja} 0, f(x)= oA Dxrbod o ifice daca
. g T 1 e g [ A ; . c- . Seds tia (R \{a}>B f(x)="—————. Sase e dac
£182. Fie functia f: 8 > B, f(x) =12, xe(-2,1) . Sase etermine pun 1a; ) R 1 se verilice daca
7x -2, x €[l, +x) punctul M(4, 14) e G,, stiind ca:
ele de intersectie dintre curba G, si axele Ox si Oy. 62
tele de intersect ' G, " Ox = A[4 2 OJI(,GQ Oy ={B(0, a—6)}.
£183. Se considera functia f: (-6, 6) >k, f(x)= [3 a 3} (189. Fie functia {: 8 >k, [(x)=(2m +1)x* ~(4m -1)x+2m + 1.

5a se determine m < §v astfel incat:
a) Sa se delermine graficul functiei f.

b) Sa se reprezinte grafic curba G; si sa se precizeze multimea G, M Ox,

GI [ Oy

a) multimea G; m Ox sa aiba un singur element;

b) multimea G, m Ox sa aiba doua elemente.
184, Sa se determine intersectia curbei G, cu axele Ox si Oy in cazurile:

a) [ —~>il.)‘f(x):%x-v--10; b) (1> f(x)=3x(Bx+2)+x-2;

8x” + V3 (2x \/§)

c) [\ {2} >k f(x)= =
57

d f: L > f(x):]5x ~2| 8: e) f:[——S -k f(x)= \/15 ¢ (2% +1).

vl
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9 PROPRIETI"\II GENERALE ALE FUNCTHLOR
4.1. FUNCTII MARGINITE

f11. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt marginite:
a) f:{-1,0 1 2} >R f(x)=x
b) f:{xel.[ |x—1|£2‘»—>l2, f(x)=x+(-1)":
5+3-(-1)"
5 :
d) f:N >N, f(n)=ultima cifra a lui 7";
2n+1+(-1)"
2n +2
f) {:N >N, f(n)= restul impartirii lui n* la 4;
g) [:N—>N, f(n)=min(n, 10);
n+ 20 — |n - 20|
5 .

2. Sa se arate ca functiile urmatoare sunt functii marginite:
a) [:N-N, f(n)=cmm.dc(n, 2004);

c) N>R f(x)=

e) f:N->ER f(n)=
h) (NN (n)=

. 1
b) f: N > M, f(n):min‘[nwt;l—, 2):

2x+1
x? 41
d Rk f(x)=x-[x]:

o) fRoR f(x)=

e) ROk f(x)=— ;
x* +1

Jl,xei) )
|2 xen\ @

3x+Lxel-11]
f:R->B f(x)= -
PERSBRIX= oL
. :

LB [(x)=

(13. Sa se studieze marginirea functiilor:

a) {:[-3, 3] >® [(x)=3x-4 b) : (-0, 1] > B, [(x)=x+|x|;

c)f:léaﬂz.f(x):xz_zz d f:R->B ((x)=2+x-[x]:
X +1
fo-l.|x|<_il
e) f:[-1 +o) > K, f(x)=x—|x|: f)f:l!%lz,f(x):‘g 1
e
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(4. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt nemarginite:
a) f:N>N f(n)=n+(-1)""; b) £:N N, f(n) = max(n, 2004);
c) [:N->Z f(n)=n-(-1)"; d) f:N>N, f(n)=cmmm.c(n, 2004);

1 " Jx.xel;)
e) f:(0, +0) >R, f(x)=—: f:Romf = .
J 130 ) ®=3 BLR-Ri(x) L xeR\ @

05. Sa se determine valorile parametrilor reali pentru care functia f:D — B
este functie marginita:

ax, x e
0, XED\Q

a) f:N->R f(x)=an+b; b) k5B f(x)= {

c) f:N>K, f(n):a[%}ﬂ—l)": d f:R->®D f(x)=3{x}-a[x].

(6. Sa se determine a € P pentru care functia:

f{xel)l }—»D f(x)=

a
5 +x este functie marginita.

(7. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt nemarginite:

a) f:NaN,f(n):3n+(—l)"; b) f:NZ, f(n):n+|i%],

o f:(L +oc)—>D,f(x)=ﬁ;d) f:{xel}‘ {x}:%}—)D,f(x):x:

X, X<0 x3
f:p ), f = .
-X, x>0’ -0 +Rils] x?+1

e) >k f(x)= {

08. Sa se studieze marginirea functiei f:N - B data de f(n) = solutia

pozitiva a ecuatiei x* +2x —n? =0.

9. Sa se studieze marginirea functiei f:N 5N, cu proprietatea ca
f(n)=[x]. unde x este solutie a ecuatiei [nx]=n®

4.2. FUNCTII PARE. FUNCTII IMPARE
(010. Sa se studieze paritatea functiilor:
a) f:{-1,0 1} > B [(x)=x"-x;

b) f:{xel||x|<2} >m f(x)=(-1)";
c) f:Z->2 f(x)=x(-1)";
e) Rk f(x)=x|x;

d:RoR {(x)=x-x
Hi:R-oRf(x)={x}+{1-x};
g f: {xel)| x| =2}, ”X):xTer_I: h) f:# > Z f(n)=max{-n, n}.
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r111. Sa se studieze paritatea functiilor f: 2 —
R A RS
b) f(x)= 1 :

i >0

x, xel)

#) Lyx)= _x, xelR\ l(.‘:

x-1, x=1 !
: d) f(x)=sign(x).
1-x, x>1 )

1
c) 1‘(.\-):51

112. Sa se determine constantele reale pentru care functiile date sunt functii
pare sau functii impare:
a) f:7 >K {(n)=n’ va-(-1)";

) ol f(x)=x>+x+a

b) f:RoR f(x)=x"+ax+2
d Dok f(x)=|x-a

s

e) [0 f(x)=|x|+]x-a|: 11 f(“):a‘\:n*\/r‘%?:]'

fJ13. Fie {: L — K o functie reala. 5a se studieze paritatea functiilor g, h: k-

f(x)+f(-x f(x)~f(-x
— i, date de g(x)= —(—\-)—}f(—il h(x)= /(}-(l~L-h~)
) 2 2
(}14. Sa se studieze paritatea functiilor {: 8 — P
a) (x)=max(x, 0)+max(-x, 0); b) [(x)=max(x, 0) - max (X, 0);
¢) f(x)=min(x, 0)+ min(-x, 0); d) f(x)=min(x, 0) - min(-x, 0);
. ]max(x, x), |x|£1
€) {(x)=max(-x, 0)+ min(x, 0); 9 f(x)= :
[min(x, x), |x|>1

Ix|=1 X, x| <1

[min(x.l), h) l'(x)f{

f(x)=3 . .
g) (x) 11]1?\?(()‘;,’)(),[)(]«11 sign(x),]x'.:-l

(115. Sa se demonstreze ca oricare functie f:# — B se poate scrie sub forma

f(x)=g(x)+h(x), unde geste functie para si h este functie impara.

16. Sa se scrie functia :D — & ca suma a doua functii cu paritati diferite,
in cazurile:

a) f(x)=|x|. D=W;

c) [(x)=[x], D=[-4, 4]:

b) f(x)=x>+x.D=[-1 il
d) f(x)=1x!, xe[-2 2]

(1

(317. Sa se arate ca dreapta x =1 este axa de simetrie pentru graficul func-
tiei f, in cazul:

a) f(x)=x"-2x+1; b) f(x)=-2x"+4x+3;

d) f(x)= J]’;*T!

e
g 1x)= w2 -0x 43

c) f(x)=|x-1;
e) f(x)=x(2-x);
g f(n)=(-1)"(2n-n*), nel
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i CAa e deter ine r = b o ~ -
(Ji8. Sa se determine m < 2, pentru care dreapta x =1 este axa de simetrie

a graficului functiei f-8 — ¥, in cazurile:
b) f(x)=|x-ml;

d) f(x)=x"-4x" + 5x?

a) [(x)=x"+mx+3;

c¢) f(x)=2x" -3mx -1, +mx + 3
1< Qi aam Astarsiine 3 ~ -4 1
(J19. Sa se delermine in raport cu ce dreapta de forma x =m, este simetric

graficul functiei I :§2 — 2, cu proprietatea ca:

a) 3f(x)+5f(—x)=|x|. V x el b) 2f(x)+f(-x)= i\ 20
l—\ x>0

3 Ca e arate o4 N ¢ 4 i i
(J20. Sa se arate ca punctul A(2, 7) este centru de simetrie pentru funectiile:

a)f: P>k f(x)=7, b) {10k f(x)=7x-7;

c) e\ {2 - i'(x):fi{:’—j}ir; d) (0> [(x)=x"-6x"+12x ~1;

fJ121. Sa se arate ca graficele fumectiilor urmatoare au acelasi centru de simetrie:

e B 4% ~3 2B S -2
a) £\ (1) »>® f(x)=—; b) 10\ {1 > B, f(x)=2T22

x—1 x-1
8 fums o B %24+ 6x -4 2x° —1
e) [N\l >, [(x)=— = d) o\ >l [(x)="
x—1 x —1
f')( {" -4 3 i v A . 1 4 = ‘\
(122. Fie functia {: ¥\ 7 -, {(x)=[x]. Sa se arate ca punctul A}, 0|
2 /

este centru de simetrie pentru graficul funcliei £

023. Sa se determine centrul de simetri icul functi
23. Sas ermine centrul de simetrie pentru graficul functiilor:

|x| <1
{sign(x), |l 1’

a) (>0, {(x)

94 Q- e arale ea urnma < ‘ ii infir 1
(024. Sa se arate ca urmatoarele funclii au o infinitate de axe de simetrie:

a) ok f(x)=2 b) f:# > Z f(n)=(-1)";
(0, daca [x] este Ar par
o £ D s Z. FT5Y |‘ ) Tu 1 [x| este numar pai
|1, daca [x] este numar impar
| ‘ |
d) f:iL > 1(x) |x “\H‘l
9

|
1}
H
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[J25. Sa se determine multimea A c R, cea mai mare cu proprietatea ca

functia f: R\ A->R f(x)=x- (—1)[x], admite axa de simetrie de forma x =m.

026. Se considera functia {:# - Z, f(n)=(-1)"(an-n*). Sa se arate ca

exista o infinitate de valori ale lui a € #, cu proprietatea ca graficul functiei f:
a) are axa de simetrie;
b) are centru de simetrie.

(J27. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii au o infinitate de centre de
simetrie:
a) f:R-o>R {(x)=7; b) f:R->k f(x)=3x+11L

)

) R->E [(x)=-7x+3; d) f:R\ZoR f(x)=[x]:
)
f

e) f:Q->D f(x)=2x+5; ): 250 f(x)=4x-3;
g RL\O->K f(x)=7-3x h) f:R\Z > D, f(x)={x}.

(- xem\ Z
0, xel

functiei f admite o infinitate de axe de simetrie de forma x =m si o infinitate
de centre de simetrie.

028. Fie f:R>L, [ (x):J . Sa se demonstreze ca graficul

(029. Se considera functia f: B\ A 5> P, f(x)=2x-3, unde Ac b, A =L

a) Sa se arate ce daca A =@, graficul lui f admite o infinitate de centre
de simetrie.

b) Daca A are un singur element sau doua elemente, graficul functiei
are un singur centru de simetrie.

¢) Sa se arate ca daca A ={a,, a,, a,}, atunci graficul lui { admite un
centru de simetrie, daca si numai daca un element al lui A este medie
aritmetica a celorlalte doua elemente. )

d) Sa se arate ca pentru oricare neMN, n >3, exista o mullime A, cu
card(A)=n, astfel incat graficul lui f sa admita (sa nu admita) centru de
simetrie.

e) Sa se arale ca exista o infinitate de mullimi A infinite, astfel incat
graficul lui f sa admita o infinitate de centre de simetrie.

f) Sa se arate ca exista multimi A astfel incat graficul lui { sa admita
exact doua centre de simetrie.

030. Se considera functia f: R —» . Sa se studieze paritatea functiei { in
situatiile:
a) [(x+y)=f(x)+f(y), Vx, yek;

b) £(x +y) =)+ L)

¥ %, yel.
1+ f(x)f(y) 7€
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4.3. FUNCTII PERIODICE

(J31. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii au perioada T =2 si sa se
determine apoi perioada principala a acestora:

4 . ) 1+(-1)"

a) {: 7517 f(n)=(-1)"; b) {:Z >N, f(n)=— (2 ) '
c) f:NoN f(n)= u(Q"). ultima cifra a lui 9";

d f:R->Ek f(x)={x}; e) f:h—)!),f(x):‘{x}-(—l)lx].

(032. Sa se determine perioadele principale ale functiilor:
a)f:N'—>N,f(n)=u(5“): b)f:N'—)N,f(n):u(G"):
¢) f:N->N f(n)=u(3"); d) NN f(n)=u(7");
e)f:N'aN,f(n):u(4”): f)f:N'—)N,f(n):u(B“).

(033. Fie peN un numar natural. Notam 1, :N" — N, 1, (n) = restul impar-

tirii lui n la p. Sa se stabileasca perioadele principale ale functiilor:
a) 1,; b) y; ¢) 1,; d) 1y,.

(134. Sa se arate ca functia £ :N \ {1} > B, f(n)=r,, (5") este functie periodica.

D35. Sa se determine multimea A M, pentru care functiile f: A > N sunt
periodice:
a) f(n) = Tioo (zn);
d) {(n)=r1,, (gn ):

b) f(n) =1, (6"):
€) f(n)=r,,(4");

c) f(n)=ry, (3“);
f) f(n):rmo(7“).

(036. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt periodice:

a) (DD f(x)z{%};

b) N>R, f(n):{ﬁ}-:
<) f:l—)l).,f(n):J-;l}+ g} {

|
e) f:lzall,f(x):{x}nt{xgl}; i Lob, f(_x):{ 21}+{X;2}:

d :p->Ek f(x)=

g7 om f(x):{xzs_x}.

numere naturale nenule. Sa se arate ca functiile

wiw-{]+fh

037. Fie a,<a,<..<a, <...
f: - B sunt functii periodice:

a3}
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[138. Sa se arate ca functia :(0, +o)— B, f(x)=(-1)"

x-—2[51—1]+1 este
2

functie periodica cu perioada principala T =2.

2
(139. Sa se arate ca pentru oricare p e N, functia {:N >, f(x)= J]A—} este
P

functie periodica.

(140. Sa se arate ca pentru oricare p eN’, functia:

2 2 2)
f:72-pf(x)= {X—}+ JX—} Fot = este periodica.
1] ]2 I'p
) ‘ Jl, xe® )
(J41. Sa se demonstreze ca functia {:R - B, f(x)= . este peri-
|0, xeR\ @

odica dar nu are perioada principala.

(J42. Fie {:R— R o functie care admite axele de simetrie x = a, x=b,a belR
distincte. Sa se demonstreze ca functia f este periodica.

(043. Fie x el. Sa se arate ca pentru oricare n e ™ are loc egalitatea:

=3l
[x]+|x+—|+

: n| |

(J44. Sa se construiasca o functie {: B — I, care sa admita perioada princi-
pala T.

n n

X + 2_:| + ... +|:X I n- 1:! = [IIX] (Rela,tia lui Hermite)

(045. Fie f:B - B, o functie periodica. Sa se arate ca functia g:->k g(x)=

=f(ax+Db), a, bel, este functie periodica.

(J46. Se considera functiile f, g:R — I, functii periodice cu perioadele prin-

cipale T, si T,. Sa se demonstreze ca daca —- € @, atunci functiile h, i: B — B,

2

h(x)=1(x)+g(x) si i(x)=f(x) g(x) sunt functii periodice.
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(47. Fie f, g:R—> K, astfel incat g este functie periodica cu perioada
principala T si 2f (x)+f(1-x)=g(x), xcR. Sa se demonstreze ca functia f
este periodica.

(48. Se considera functia {: & — B si multimea A = )lf(n) l neNy.
a) Sa se arate ca daca f este functie periodica atunci A este multime finita.
b) Daca A este multime finita rezulta ca f este functie periodica?

(149. Fie f: I —» B o functie periodica cu proprietatea ca admite ca perioada
oricare numar irational. Sa se demonstreze ca f este constanta.

50. Sa se arate ca functiile f sunt periodice:

1
. B) J X l:—.__
a) f:R->B\ {1}, f(x+1) 1T (=)

b) f:L’—)l‘z,f(x+1):%+ f(x)-f*(x), xek.

,xel

(051. Fie a, be[0, +») si f:2—[a, b] cu proprietatea ca {*(x-a)+f*(x+a)=

=b? V x e R. Sa se demonstreze ca f este functie periodica.

(d52. Fie f:R—» Kk o functie periodica cu perioada principala T. Sa se
demonstreze ca daca multimea { f(n) ‘ ne N} este infinita atunci Te R \ @.

4.4. FUNCTII MONOTONE

53. Sa se arate ca functiile f sunt monoton crescatoare pe domeniul de
definitie:
a) :{-1,0 1} >R f(x)=x; b) £f:{-2,1,2 3} >R, f(x)=2x+3;
c) f:[-1,1]u[2 3] >k f(x)=8x-2 d) f:R >R f(x)=7x+4;
X ) . X
: f:]1, +0) > B, f(x)=—-———:
x+1 n [ roe) = (x) X +1
h) f:0 5K f(x)=x+x=-1|.

Il

e) £:[0, +o0) > K, f(x)

g f:[0, +x) 5> B, f(x)=+x+1;
154. Sa se studieze monotonia functiilor:

a) f:N >N f(n)=2n+(-1)";

b) f:N - N, f(n)=2n+cmmde(n, 2);

c) f:R->E f(x)=3x-4;

df Dok {(x)=-4x+5;

e) £:[0, +0) > W, f(x)=3x"+11;

f) {:[L +0) > B f(x)=x"-2x+5;

g MR-k f(x)=[x].
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[155. Sa se studieze monotonia functiilor:
a) (NN f(n)=5n+2(- 36
b) (NN ((n)=3n+cmmde(n n+2):
c) [:[-B, +u) > B f(x)=2x-1L
d) {:(~o, 3] >H, f(x)=3x+4
e) f: L\ [0} 51, f(x):%:

Lo f(x)=x"-2x+L
g f:D%D,f(X)::Ix—]l.

(156. Sa se determine intervalele de monotonie pentru functiile f: % — &
a) f(x)=-6x+12; b) f(x)=-x+3 c) f(x)=3x~-6: d) l’(x): %l =
e) f(x)=x*-2x; B [(x)=x|x|: @ M(x)=|x-3]: ) f(x =x+[2x-2|;
i) f(x)=x"+4x+3: j) [(x)=x" +|x|.

([157. Sa se determine intervalele de monotonie pentru functiile:

a)f:lz'—>l?,f(x):l+l: b)f:lé\{Z}alD,f(x):X—l;
X ) X=2
X=1

c) M-k ((x)=

- ; d)Lobf(x)=—5——:
x* +1 . (x) x* +x+1

e) Lok [(x)=|x-1+|x-3; HI:RoER f(x)=x+sign(x).

[158. Sa se arale ca urmatoarele functii sunt strict monotone:
a) (NN I(n)=n”+3+(-1)": D) NN f(n)=2%
c) ok M(x)=2% d) 0>k f(x)=2"+x
e) (bW (x)=2"+3" R oD f(x)=x"+2%

[159. Sa se determine cea mai mica valoare a parametrului m pentru care
functia {:B > B, f(x)=x" + 2mx +3, esle monoton crescatoare pe intervalul

[2m +6, +=).

160. Sa se delermine intervalele de stricta monotonie pentru functiile:
a) (> b {(x)=]x}: b) Lk f(x)=x+[x]:

c) -k, [(x)=|x|+]|x -1 d) [:[-4, 4] >0 [(x)= X+1]-
X+
e) f:.:Hn.).fm:{g}; ) fpon f(x)=x(-1)".
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(161. Se considera functia [:ER — B, sirict crescatoare pe L. Sa se demon-
sireze ca urmatoarele functii sunt strict crescatoare:

a) g: 0> b, g(x)=x+T1(x);
=x" +5[( X):
c) g: bbb g(x x)+1(2x);
d) gDk, ;.,(x) ( x)+f(ax), ae(0, +=).

b, g: k>R g(x)

162. Sa se arate ca daca functiile f, g:D — B, sunt strict crescatoare (des-
crescatoare), atunci si functia h: D —» B, h(x)=1(x)+ g(x), este strict cresca-
toare (descrescatoare).

163. Se considera functiile f, g:D — (0, +«) crescatoare (descrescatoare).

Sa se demonstreze ca functia h: D - B, h(x)=1(x)g(x) este crescatoare (des-

crescatoare).

(164. Fie {: 1 — L o funclie crescatoare.

a) Sa se arate ca pentru oricare ae(0, +») functia g:& — &, g(x)=TI{ax)
este monoton crescatoare.

b) Functia g:% —» B, g(x)=1(-x) este monolon crescatoare?

r165. Fie {:§ -» 8 o functie monoton crescaloare.

I
Functia g: & — b, g(x ):T(j este monoton descrescatoare?
X

r66. Sa se arale ca daca functia [:& — B esle periodica si monotona,
atunci { este functie constanta.

(167. Sa se determine a € i, pentru care functia [ : D — I este monotona:

a) f(n)=n+(-1)"a, D=MN b) f(n)=n”+a-(-1)" ., D=N
c) l'(x):x+a~(71)'xl‘ D= d) f(x)=ax’+2x+1, D=k
e) [(x)=x+ai{x|, D=k ﬂf(x):nlx " :

lax, x>0
Xt _[x-1. x=2 h) f( .
. X)Wl2x+ a, x>2 () =n sl

(168. Sa se studieze monotonia functiilor f: 2 — K, in cazurile:
a) 2f (x)+f(-x)=x". x el b) f(x)+3f(1-x)=x, xeb:

\

c) 3f(X)+i"(iJ:x. xel, {(0)=0.
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Jx, xel
Iﬂx, xeb\ Q

Sa se demonstreze ca functia f nu este monotona pe niciun interval de
numere reale.

[169. Se considera functia f: R —>®, f(x)=

1
(370. Se considera functia f: R > B, f(x)= {;lf o O.
Q0 =x=0
a) Sa se demonstreze ca functia f nu este monotona pe niciun interval
de numere reale (a, b) care contine originea.

b) Exista intervale (a, b) 2 pe care f este monotona?

(171. Se considera multimea A = {1, 2, 3}. Sa se determine:

a) functiile strict crescatoare f: A — A;
b) functiile strict descrescatoare f: A — A;
¢) functiile monotone f: A — A.

(072. Fie A o multime finita si nevida. Sa se determine functiile f: A - A
strict crescatoare.

(373. Sa se arate ca orice functie monotona se poate scrie ca suma a doua
funetii strict monotone.

(J74. Fie A o multime nevida si functia f: A — A.

a) Sa se arate ca daca A =N, f nu poate fi strict descrescatoare.

b) Sa se dea exemplu de functii monoton descrescatoare pentru A =N
si £(0)=3.

c) Daca A =%, sa se arate ca f poate fi strict descrescatoare.

(J75. Sa se arate ca daca o functie este monotona si para, atunci ea este
functie constanta.

(076. Fie f:R - R o functie monotona cu proprietatea ca f(x)=x, V x e Q.

Sa se arate ca f(x)=x, V x e,
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@ COMPUNEREA FUNCTIILOR

01. Se considera functiile f, g: B — P. Sa se determine fog, gof, fof, gog:
a) f(x)=x, g(x)=2x; b) f(x)=x-1, g(x)=—-x+1

c) f(x)=-x+2, g(x)=2x+1 d) f(x)zngLg(X):x-kl;
2x -1 3x+1
e) f(x)= = , g(x) = .

02. Fie f, g: R — R. Sa se determine fog, gof, fof, gog, in cazurile:
a) f(x)=2x-1, g(x)=x"-2x;
b) f(x)=x+|x|, g(x)=x-|x];
c) f(x)=x"+1 g(x)=|x-1:

. 2
d) t(x)=x2—tl,g(x):x—l.

(3. Sa se determine fog, gof, fof gog pentru functiile f, g:N— M, in
cazurile:

(04. Sa se determine fog in cazurile:

. [x, x<0
a) f'gzll\)—)lp’f(x):.[x~l X>O,g(x):2xrl:
. JSX—2,X§1
b)f,g:lsem,f(x):mﬁx X>1,g(x):4x+1;
(—x+1, x<1
c) f, g:(0, +=)— (O, +Ar;),f(x):{ o X‘ c8(x)=2x+2.
) 3x, x21

(005. Se considera f:R — B, f(x)=2x +m. Sa se determine m e K, in cazurile:
a) (fof)(x)=4x+6; b) (fofeof)(x)=8x;
c) (fof)(x)+f(3x)=f(56x)+f(m); d) {(2x-1)+f(2x+3)=1(4x).

6. Se considera functiile f, g: R > R, {(x)=2x+m, g(x)=3x+m-2.
a) Sa se determine m € 2 astfel incatfog=gof.
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b) Pentru care valori ale lui m e R are loc egalitatea:
(fof)(x)+5f(x+m)=(gog)(x)+m+5x?

7. Fie f: P >, f(x)=3x-2. 5a se determine (l‘ ofo,.0 fj(x).
(18. Sa se arate ca nu exista functii {:® — K, monotone, cu proprietatea ca
(fof)(x)=-x+1 Vxek.

(9. Fie f, g: R — K funclii monotone. Sa se arate ca:
a) daca f si g au aceeasi monotonie, atunci functia fog este monoton

crescatoare;
b) daca f este crescatoare si g este descrescatoare, atunci functia fog

este descrescatoare.

110. Fie f, g: R - L. Sa se demonstreze ca:
a) daca f si g sunt functii pare, atunci f - g este functie para;
b) daca f si g sunt functii impare, atunci f o g este functie impara;
¢) daca f este functie para si g este impara, atunci f o g este functie para.

fI111. Sa se studieze monotonia functiilor f: B — & si fof, in cazurile:

. % e X, xe
a) f(x)={_" ol b} f(x)= :
L) 2-x, xel\Q ) £{x] l,xe[)\lll
X

(J12. Se considera functiile f, g: R —> &, f(x)=3x+5, g(x)=mx+m-2. Sa

se determine m € B2 cu proprietatea ca (feg)(x)=x, V x e .

713. Se considera functiile f, g: R > K, f(x)=(m+1)x -3, g(x)=5x-n. Sa

se determine valorile lui m, ne® stiind ca (fog)(x)=x, Vv xek.

(J14. Fie (1L > L, f(x)=—-4x+3.
Sa se determine g: B — R stiind ca (gof)(x)=-8x-11L V xel.

(J15. Fie f:L >R, f(x)=5x-3.
Sa se determine g:0 — B, daca (fog)(x)=-10x+17, V x e .

(116. Se considera functia f: R -k, f(x)=x" - 3x.

Sa se rezolve ecuatia (fof)(x)=4.
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(17. Sa se determine functiile f : 2 — B, monotone, in cazurile:
a) (fof)(x)=x, V x e sif crescatoare;
b) (fefof)(x)=x V xek.

(118. Sa se calculeze fog si gof, daca:

2 _J1-
g (L) > (L) F() =57 B(x) = 222 i .
+x+vl-x

(019. Fie f:N >N, f(n)=2n.

a) Sa se arate ca exista o infinitate de functii g: N — N cu proprietatea
ca (gef)(n)=n, VneMN.

b) Exista functii g: N — N cu proprietatea ca (feg)(n)=n,VneMN?

(120. Fie f:N >N, f(n)_{g}

a) Sa se arate ca exista o infinitate de functii g:N — M, cu proprietatea
ca (feg)(n)=n,VneM.
b) Exista functii g:N— M cu proprietatea ca (gof)(n)=n, Vv neN?

021. Sa se arate ca nu exista functii { : 2 - R cu proprietatea ca:
(fef)(x)=3x si (fefof)(x)=5x,V xeh.

(022. Sa se determine a e R, cu proprietatea ca exista functii {: B — K, astfel
incat (fof)(x)=2x si (fefeof)(x)=ax, V xek.

023. Fie f, g:R >R doua functii astfel incat (fog)(x)=x, V xelR. Sa se
arate ca daca exista a, beB, cu proprietatea ca (gof)(x)=ax+b, V xek,
atunci a=1, b=0.

024. Fie functia {: A — B. Spunem ca x, € A este punct fix al acesteia daca
i, ) = x5.

a) Sa se arate ca daca f:{l, 2, 3, 4, 5} —» {1, 2, 3, 4, 5} are proprietatea
ca (fof)(x)=x,V xe{l 2, 3, 4, 5}, atunci f are puncte fixe.

b) Sa se arate ca daca f:A — A verifica relatia (fof)(x)=x, x e A si

card(A)=2n +1, n e N, atunci f admite puncte fixe.

025. Fie {:R >k, f(x)=x+[x] si gn(x)z[fofo,..of](x). Sa se determine

n

g, (x).
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TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

O 1. Se considera f:R > R, f(x)=(m +1)x + m? - 3m.
a) Sa se determine m e R stiind ca A(1, 4) apartine graficului functiei.
b) Sa se determine m e R stiindca f(x-1)+2f (x+1)=6x-4, V xeR.

x+3, x<a+1l

. Fief:R->R f(x)= { Sa se determine a e R, in cazurile:

-x+1, x>a+1
a) f(5)+a’-6a=3;

b) f este monoton descrescatoare pe [2, +x).

|x|+m, x e[-1, 1]
x*, xeR\[-11]

cad dreapta x =f(m) este axa de simetrie pentru graficul functiei.

O 3. Fie f:R-> R f(x) ={ . Sa se determine m e R stiind

Testul nr. 2

O 1. Sa se determine a, bel, cu propn‘étatea ca f:R->R f(x)=(a+1)x+
+b-a? intersecteaza axa Oy in A(O, 1), iar graficul functiei contine
punctul B(3, 7).

Q2. Fie f:{,2,3 4,5} >R, f(x)=x>-7.

a) Cate restrictii ale lui f au numai imagini pozitive?
b) Cate restrictii ale lui f au numai imagini pare?

3x-9
x+2

Q 3. Sa se studieze monotonia functiei f: 0 \ {-2} > B, f(x)=
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0 2.

Q3.

Q 4.

Q 3.

Q 4.

(
. Se considera {: 2 >, [(x)= ’1

. 5a se determine f:M™—M cu proprietatea ca f(0) =1 si f(n+1)=f{n)+(-1)

Testul nr. 3

. Pentru ce valori a, belb functia {: R — B, f(x)= (az - 2a)x +b admite

centrul de simetrie A(l, 3b-b? - 2)?

Sa se determine functiile f:{1, 2, 3} - {1, 2, 4},
F(1)+£(2)+£(3)=7.

cu proprietatea ca

Sa se determine fog si gof stiind ca f(x)+2f(3-x)=x si g(x)+
+3g(2-x)=x+1, Vxeh

Sa se determine perioadele functiei f: R >R, {(x)= {—)—(—1 - [2x| ‘
3/ 715

Testul 4

ax, x <1

2,x>1 "

a) Sa se determine a € R pentru care Imf = [—3, +).

b) Pentru ce valori ale lui a functia { este crescatoare pe intervalul [-1, 2]?
¢) Sa se arate ca functia g: R > R, g(x)=1(2x -1)-f(x), este monotona
pentru oricare a € .

f(n)

n=1.

Sa se determine functiile strict crescatoare f:M — M, cu proprietatea ca
(fef)(n)<n, neM.

Fie ;B — B, o functie cu proprietatea ca f(2x —1)+f(2)+f(1)=3x +6.

a) Sa se determine aria triunghiului format de origine si punctele de

intersectie ale graficului lui f cu axele de coordonate.

b) Sa se determine valorile lui n e N’ pentru care numarul:
S,=f(1)+f(2)+...+f(n) este numar natural.
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1. FUNCTIA DE GRADUL |

DEFINITIA FUNCTIEI DE GRADUL |
¥ REPREZENTARE GRAFICA

1. Sa se determine intersectiile cu axele de coordonate ale graficului
functiei {1 — b, in cazurile:

a) f(x)=3x-6; h) ((x)=2x+8; c) (x) X +3;

2 . N
d) !'(x):—};x-|2: e) (x)=xv2+2: f) {(x)-(1 \/’.)):HJ?,M.

M2, Graficul functiei : 12— kL intersecleaza axele de coordonate in punclele
A si B. Sa se determine lungimea segmentulni [AB|. daca:

) f(x)=x-1Db) [(x)=2x 1, ¢) f(x)=3-4x%; d) {(x)= %x 4,

e) [(x)= \/Ai F 2 ) f(x)=2x+ /.’3».

M3, Sa se delenmine functiile afine 8 > &, ((x) = ax + b, in situatiile:
a) 1(3)=6,1(-6)=3 b) ((J2)=6 /6, (- 2J3)=-6- /5

\
«) !'( %J -5, 1(0.25)=2; d) f(a)-a +3.1(b)-b+3.

M4. Sa se deteimine lunctia 18 - B de gradul 1 care verilica velaliile:
a) [(2x ~3)+20(x+ 1) -3x 1 xe
b) (Fof)(x)+20(x)=1 x el
) (ol )(x)+2(Lef)(x+1)=3x12 x¢is
d) [11-2x)-1(1+2x)=4 16x?, x el

(5. Sa se reprezinte grafic functiile 8 > K
a) [(x)=3x-6; b) f(x)=-2x44: ¢€) {(x)=1L(6)x+1.(3):

d) M(x)=J2x 11 J2: e f(x)=3x+J3: B I(x)= (V6 J2)x +1

(d6. Sa se reprezinte graficul functiilor:
a) ]:|, l,(’»] >, [(x)=2x - 1
b) (- 1] >0 ((x)=2x+3
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c) f:[-1 +o) >k f(x)=3x+2;
d) f:(-00 2)> D, f(x)=-2x+4;
e) f:(-1 0]u[L 2)> R f(x)=-x+2
ff:{xel||x]22| >L f(x)=4x-1

7. Sa se reprezinte graficul functiilor:
x, x<0
3x, x>0’

J~x+l,x§l
b) Rk f(x)= :

a) {:R->B (x) —{

|x-2, x>1
‘iz x <=1
f:(-o, 3] >R :J ' .
©) (e }% f(x_) l—xri—l.x>—l
_Jx+1. x<-1

d) f:{xe®||x =1} > B (x) lxsl x21
=X x 2

8. Se considera functia [:R—-W f(x)=(m+1)x+2. Sa se determine
m e I, astfel incat:

a) punctele de intersectie ale graficului functiei cu axele de coordonate sa

determine un segment cu lungimea ( = 2./2.
b) aria triunghiului format de origine si intersectiile graficului cu axele de
coordonate sa fie egala cu 2.

(9. Sa se determine f:B — B, functie afina cu proprietatea ca (fof)(x)=x.
v x e . Sa se arate ca graficele oricaror doua functii cu aceasta proprietate
sunt fie doua drepte paralele, fie doua drepte perpendiculare.

[10.Sa se reprezinte graficul functiilor f: R — B, daca:
a) f(x)=[x|: b) f(x)=sign(x): €) f(x)=x+sign(x):
o : ; £1
d) f(x)=x-(-1)"; e) f(x):-“x{ o
x-1x>1
111.Sa se stabileasca valorile lui a el pentru care punctele A(az. ;.1+1).

B(2, 3), C(a+ 3, 2a+3) sunt puncte coliniare.

(J12. Sa se reprezinte grafic functiile:
a) f:[-2 2]> K f(x):[x +§} b) f:[0, 2| > K f(x):[xz]:
c) f:[-L1]>K, f(x):x+[x2]
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£113.Se considera f: P > B, f(x)= (m2 -3m + 2)x +m? +4m - 5.

a) Pentru ce valori ale lui m e &, graficul functiei este paralel cu axa Ox?

b) Daca A este punctul de intersectie al graficului cu axa Oy. sa se afle
m e R pentru care OA are modulul |6K\ =8.

¢) Daca A, B sunt intersectiile cu axele de coordonate, sa se afle meR
pentru care AB este perpendicular pe prima bisectoare.

{2x+3, X <A

, afina pe intervale.
4x -7, xza

(114.Se considera functia f: R > B, f(x)=

S4 se determine valorile lui a € R pentru care are loc egalitatea f (a"" + 1):

=f(a+3)+2f(a-2)-1. Pentru valorile lui a gasite sa se traseze graficul lui f.

x+3, x<a
(315.Fie functia f: P > R, f(x)={1-%x, as<x<a+2.
2x-Lxza+2
a) Sa se determine a e R, stiind ca A(a+1, a+10)e%; sisa se reprezinte
functia gasita.
b) Sa se determine ae® astfel incat graficul Iui f sa contina punctul
A(2,a+1).

¢) Exista valori ale lui a pentru care punctul A(3a-1,5)e%, ?

[116.Se considera functiile f, g: R >R, f(x)=(2a+3b)x+a+b, g(x)=(a+3b)x-
-a-3,a, bek

a) Sa se determine functiile f si g si sa se reprezinte grafic stiind ca
Gy NG, = {M(-1,1)}.

b) Sa se determine lungimea segmentelor situate pe axele de coordonate

si care au extremitétile in punctele de intersectie ale graficelor functiilor cu aceste
axe.

(317.Fie functia f : R > R, f(x)=(m+3)x+m* -4, m e(~w, ~%)
a) Sa se determine f stiind ca graficul sau contine punctul M(m, -5).
b) Pentru m = -1 sa se calculeze media aritmetica, media geometrica si

media armonica a numerelor a = If (—\/5 )l si b= 'f (\/5 )‘

018.Fie functia { : 2 > R, f(x)=(m+2)x +5m - 2.

a) Sa se determine meR astfel incat punctul cu ordonata m” +4 sa
apartina graficului functiei si axei Oy.

b) Pentru m = -1 sa se verifice daca punctele A(2; —4), B(4.(3): -2.(6))
sunt pe graficul functiei.
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(119.5a se determine legea de corespondenta a functiei R > B cu repre-
zentarea geometrica data in desenul urmator.

a) \.U b} YA
NG (0, 3)
N (-1, 2)
.\\\ :0\
) i N
o T % o 3
e B i

Sa se determine punctele de intersectie ale graficului functiei { cu axele
de coordonate.

120.Sa se traseze graficul functiei {: & — 0 (x)=mx +n, stiind ca {(-1)=

=4 si (fef)(~1)=-5.

f121.8a se reprezinte graficul functiei {:# — B stiind ca f(x)=3-x. daca

x>0 si f{x)=1({-x), x el

[122.Sa se reprezinte grafic functia f:# — 1 stiind ca f(x)=3 pentru x [0, 1],

f(x)=x+2 pentru x >1 si [l este functic para.

£123. Sa se reprezinte grafic functia {:§ — 2 cu proprietatea ca este functie

'impura, f(x)=-2 pentru x [0, 1] si f(x)=x-2 pentru x e(1, +=).

(J24.In plan se considera punctele A (0, 4), B(0, 2), M(0, x) si se defineste
functia f: 8 - L, {(x)=3MA - 2MB.

a) Sa se expliciteze legea de corespondenta a lui f.

b) Sa se reprezintle grafic functia f.
(25. Se considera functiile [, g1 >, [{x)=ax+b, g(x)=2ax +4.

Daca A =|M(-1 2), N(1, =1)] si %,.%, sunt reprezentarile geometrice

ale functiilor [ si g, sa se delermine a si b pentru care A m%, N'%, # &

(026.Se considera functia {: 0 \ Q> ¥, f(x)=ax+b,a#0. Sa se arate ca

functia f are cel putin o valoare irationala.
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(1. Sa se alcatuiasca tabelul de variafie pentro {28 — ¥, in situatiile:
a) {(x)=2x-1 b) f(x)=3x -6 e) 1{x)=-2x+3;
d) [(x)=-4x+2 e) f(x)=(a”+1)x+2 M f(x) (a® -a+1)x-1.

W Algobrd » . FUNCTIA DE GRADULT

2. Sa se studieze monotonia functiilor [:# -k in raport cu parametrul
real m:
a) f(x)=(m-1)x+2;

b) f(x)=(2-m)x -3

e) M(x)=(4+m)x+m.

C13. Sa se studieze monotonia functiei (B 5 B stiind ca graficul lui f con-
tine punclul dat:
a) f{x)=mx13, A(2.7)
b) {(x)=(m? - 1)x - 4m, A(2 14):
€) F(x)=(m-—1)x+m”+3m. A(-1 9);
@) M(x)=(2m+1)x +3m” —m, A(-m, 3).

(14. Functia {:® 5>, f(x)=mx +6m -1 este functie strict descrescatoare.
S4 se delermine m e b astfel incal punctul A(4m -5, m) sa fie situat pe gra-

ficul lui I,

5. Functia {0 > &, [(x)=(m+1)x 9 esle funetie atrict crescatoare. Pentru

< de aitite « il : diet 2
ce valori ale ui m e B punclul A(m - 2, m - 3) este situal pe graficul functiei ¥

[16. Sa se studieze monolonia netiei B > & in situaliile:
! 4m” +4m -+ 2
a) f(x)=——————

: X+ 2, el
m> = 1

d) {(x) ( a»:'-—b — Jab ]x +92,a, belO, +%);

e) l'(x):[f:—+% 2]}( ra+b, a, be (0, +x).
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; : 2-a)x-5,x<2
a7. P‘ief:\b—ﬂh.t(x):]( ) ,
],,,7x + a, X > 2
a) Sa se studieze monolonia functiei { stiind ca punctul A(-3, 4)
aparline graficului acesteia.

b) Sa se determine a € B sliind ca [ este strict descrescaloare pe i

08. Se considera lunclia £, (8-> K, [, (x)= ! Mkt 1.
) l4x+38. X > -1
a) Sa se delermine valorile lui a e i, astlel incat f, sa fie monolona pe k.
b) Sa se reprezinte graficul functiilor f, si f, si sa se determine interva
lele de monotonie ale acestora.

09. Fie {:L 5K, [(x)=ax+b, a, be#. Sase reprezinle grafic functiile  des-

crescatoare stiind ca punctul A(2a +b. 2b - 8) apartine graficului functiei.

_ . i 5-a)x -1, x <0,5
010. Se considera functiile {, ;8 — ¥ [, (x) = {{ : !
[(5a - 8)x+2x 7.x>05
a) Sa se delermine a e # astlel incat functia f, sa fie monoton cresca-
toare.
b) Sa se determine punctele comune graficelor functiei f, si functiei:
gl >, g(x)=Hx 1.

x-=2m, x=z-1

‘( 2m
o 1
O11. Se considera {8 > 8, f(x)-{

(B-m)x-=m+1, x> -1

B | &

a) Sa se delermine m e i astlel incatl { sa fie crescatloare.
b) 5a se determine m e 2 cu proprietalea ca (1) esle cea mai niare vi-
loare a functiei.

012.Se considera functiile £, g8 W, f(x)= 3x+1, g(x)=2x 5.
5a se studieze monotonia functiilor fof, fog, gof, gog.
Jax, xew

|ax, xemw \ @’
Sa se sludieze monotonia functiei { of.

013. Se considera lunctia 18— 0, [(x)=- ae .

. = X-m, X<-m _ ) )
014.Se da functia (& >, {(x)= J . Sa se studieze monotonia

lulx Lx>-m
functiei g=1[«f«f m functie valorile lui m pentru care [ este crescatoare pe in-
tervalul (-m -1 ~m+ 1),
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@ SEMNUL FUNCTIE! DE GRADUL |
INECUATII DE GRADUL |

J1. Sa se alcatuiasca tabelul de semn pentru functiile {2 — W in cazurile:
a) f(x)=x-1 b) {(x)=2x-4 ¢) f(x)=-3x+2

d) f(x)=-4x+12 e) f(x )—%x+4 f) f(x)= 74x 2
g f(x)=(a®+1)x-a: h) f(x)=(a-1-a° )x~a2.

r12. Sa se stabileasca semnul functiilor:

a) f:R ->h f(x)== b) {0k f(x)=(x-1)x

-0 S %) = B B) Lo o %)= ]__
c) f'M\‘”%_L’f(X)_x--l’ d) f:2\ {0, 1} » & I(x) X(x 1)
~2)(x -
e)f:lz\’,l;<—>ﬂ.4,1(x):‘—x—~)—(~§l—3);
xi(x—1)

0f:L\{2 3 >b f(x)= (x——z—)—x_&—)

(33, Sa se traseze graficul functiei (.1 > sisase determine semmul $i in-
tervalele de monotonie ale acesteia, in cazurile:

al) i) = % X2 by £(x) = Jx+3 A<‘3
le 6, x>2' Cx-
~-3x+4, x<2
I R , Jsu,n(x) x<2
c) f(x)=4-3x+9, xe(2, 4); d) f( :1 . &
]_x~5, w54 sign(x - 3), 2

4. Sa se expliciteze functiile {:# — & n cazurile:
a) f(x)=x sign(x-2);
b) f(x)=sign(x(x-2));
¢) f(x)=sign(x-1)+2x sign(l-x):
d) f(x)=

x-sign(x -2)+(x-2)-sign(x).

(15. Sa se explicileze legea de corespondenta a functiei f: 8 — K, in cazurile:

a)f(x):x+|xfl|; b) [(x)=|x-2|+2|x];
c) f(x)=x-|x-3 d) f(x) :2‘xfl|+3‘x+1|:
e) f(x)=|x~-2||x+1; f) f(x):]x —sign(x)’.
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fJ6. Sa se determine valorile parametrului real m pentru care functia f: R - D
este pozitiva numai pe intervalul specificat: ' '

a) f(x)=x-m, I:[—l, +o0);

b) f(x)=-2x+4m, I= (-0, 3];

¢) f(x)=mx -2, I=[1 +x);

d) [(x)=(m-2)x+m?*-10, I=[1, +=).

7. Sa se studieze semnul functiilor {: R —
a) f(x)=(m-1)x+m; b) f(x)=(2-m)x-3;
c) f(x):(m2 —m)x+3; d) f(x)=(m*-1)x-m.

(18. Sa se rezolve inecuatiile:
a) bx -7 > -4x+1;
b) 3x-6<41x+13;
¢) 5(x-2)+4<3(3x+2)-

29 - 2x 3x —

d) +7<3X ”—
3 4

e) 12);Jr7>3x+1—x-

f) (x-5)(2x -5)~(2x - 7)* <-2(x*-1);
3~2x+3x—3<4x—5

) o o .
g = 3 0 0,65(x - 1);
_52 o 2
yy =8 D8] (1.
2 4 2
09. Sa se rezolve inecuatiile:
| x(x~1) 26
a) >0; b) <0; b Sl S B o=
x -1 2% -3 °) x-3 5 9 | %
5x 6x -3
e) <1 f) = <0; — <£f 3 . h) = + X o
x-2 x+1 x—-2 3 x-2 x-1 x+1

010.Sa se determine valorile parametrului me® pentru care functiile
f:4) - ® sunt strict crescatoare pe #:

a) f(x)= n X -2 2m-3
¥} m +3 o K = 3m+2.
m’® - m
¢) f(x)=— e m” +2m o
() mil = 2 -1 e
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(111. Sa se reprezinte grafic functiile f: R — B si sa se stabileasca semnul aces- :

tora:

012.

a) f(x)=max(2x -1 5);
c) f(x)=max(2x -3, 4x-5);

&) f(x)=max jx]. x ~2);

Sa se rezolve inecuatiile:
a) [x-9|23;

c) x-1+3|x|<7

e) 2x-3|<x+2;

b) f(x)=max (3 -x, 6);
d) f(x)=min(x -1, 5x +3);
) {(x)=max(|x-1], 2).

b) [2x - 4|<5;
d) 2x-1|+|x-2/<2
) |3x - 4|+ x <2|x|.

[7113.Sa se rezolve si sa se discute inecuatiile in functie de parametrul real m:

0O14.

01s.

a) mx-5<x-1;
c) J3x - m > mx - /3;

e) m’x+3 <mx +m;

Se considera functiile:

x-1, x<2
f:D—»D,f(x):{Sx 253

a) Sa se determine fog.

b) mx +3<3x+m;

d) m\/§x74m<4\/§m;
m-3 x—1>l—x

f) X+ >

2m m 2

x-1

LER SR g(x)="r0

X

b) Sa se stabileasca semnul functiei f o g.

Sa se determine valorile parametrului real m pentru care functia { : £ — §:

a) {(x)=(m+3)x +2 este negativa pe intervalul (1, +):
b) f(x)=(3-m)x - m este negativa pe intervalul (-, —2):

) f(x)=(m+1)x +m +8 este pozitiva pe intervalul [-2, 5].
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POZITII RELATIVE A DOUA DREPTE
SISTEME DE ECUATII LINIARE

Sa se determine pozitia dreplelor AB si CD in cazurile:
a) A(2, 2), B(3, 2). C(4, 3), D(-3, 3);

b) A(2, 2), B(3, 3), C(3.2), D(4, 3):

¢) A(-1 0), B(L, 0), C(3,0), D(4, Ly

d) A(-2.2), B(2.-2), C(L, 1), D(4, 4).

Sa se rezolve si sa se interpreteze geometric sistemele de ecuatii:

3x+2y=5 (8x +2y =

’{zx 5y : b) [3x+2y 5: o [2x-y=1
X+by=7 |x+4y=5 |2x+y=-~1’
'I3x‘~5y=1 ; o) JL8x+4,5y =28 ‘Jy+l:2x+9
|6x ~10y =3 |2.2x - 3,1y =-0.4 [11x +10y =18

Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
[2x +3(y -1)=x+2y - 5(x+y)+3(2x-y)=9
|5(x~y)+1=2x-3y’ 15(x ~2y) +6(3y + 4x) =1

3(0.1x +7) -8 = 14,5y

o [0.0(6)x -0,08(3)y =0,5(3)

d)

lx=y=-1 “S’*]’z}"'xquz[i»:s]: 33
3 3 5
2
o X¥YE——
o [V6x By -2 V5.+ 3
|V24x - /28y = 443 . X =3
5L
7 J5
Sa se rezolve sistemele:
J_i 3 4 Jz_x_;:ayﬂ 2 5 23
a) x{ﬂd y‘74 7 b)-X72Y+3 c)_2x+y X—-y 27)
20 21 X+5y+3 7 3 19 -
= —_— = —— 4 — T
Xx+3 y-4 4x+y -7 x-y 2x+y 10
J4|x(+3yy:11 [2]x-1]+3ly|=5
d) § : €) 4 .
[|3x -~ y|=18 [3]x -1 +5|y|=8

J(Zm ~1)x+y=-m-2
1(_'3 -m)x -4y =3m+7
a) Exista valori ale lui m € & pentru care sistemul are solutie unica?

b) Sa se determine m € I pentru care sistemul are cel putin doua solutii.
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(a-1)x+8y=4
3x4+(a+1l)y=3
bilitatea ca lnand la intamplare o valoare a lui ,a" din multimea dalta, sistemul
sa fie: ‘ .

a) compatibil determinat; b) incompatibil; ¢} compatibil nedeterminat.

6. Fie sistemul: 1 ,ae{-5, -1 2, 5. Sa se determine proba-

d 1 7x -5y =0 me

se considera sistemu . me .

7. Se considera sistemu 1(m-1)x+(m+2)y:0
a) Sa se arate ca pentru orice m el sistemul este compatibil. -
b) Pentru ce valori ale lui m e & sistemul are cel putin doua solutii?

G SISTEME DE INECUATI! DE GRADUL |

1. Sa se rezolve sistemele de inecuatii:

2 x+1 x+2
(3x-5<0 J:x—izo [ tl xX*250
a){4 7>02b)-3 7 1¢)q 3 4 .
x+7 2 lx~4§0 ](X*Q)(X+2)£(x+1)~
27x -8 < i8x - 12 [)(—-1)2+'3)(>(+-1)2;fi!—lx2

(
. e) s , , 5
d}‘iﬁm+7)~%ﬁm+l)>le l(x+1)" +2(x -2)° 2 3x7

j2. Sa se rezolve inecuatiile folosind proprietatile modulului:
a) [x+3|<2; b) |3-4x|<x+1; c) 3x -1<2x + 1L

£13. Sa se rezolve inecuatiile:

2x -5 cx-1 x-5 . X =1
1< X0 g, 9: X5 . giz2X""o0
8) -1<==—-<8& B -2e Ttk P

C}4. Sa se rezolve sistemele de inecuatii:

3x . Ll N P =3 x+i
Jx~lm123 b 3 2 3 & 4 )
al x-9 ' ) Xx+2 X _x;«l\ X+
_x+l(0 x+1 " 2(x+1) x-3 x-1

: . o S

(x+d)(x+1) o [ge3xX=d -4 v

) 2x +3 . @) + 2% +38 . x° =9
(-x-3)(x+5) [ 3x4 2x-1 _ 3x-1
x+3 = 2x —1 2% +1 3% +1
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5. Sa se rezolve sistemele de inecuatii:

' x-3

“2){]21 |x +5| <8 2X—5<1 1-x|> N
a) ;' b) e} x+1 - d) .
lx-1<3” 7 et <5” 7 {1g 5. 1, 2 _[x+3

1-x l+x x%*-1

f16. Sa se rezolve ecuatiile:

a) max[2x—l‘6x+1j:2x+1: b max(x~1’x+1 _X+2,
3 5 5 Xx=2 X+2 4
c) max(l,, X +2, S_X):E__G—_S; d) max[x-kl, X_I, 2X3+1)=2X3+3‘

(7. Sa se reprezinte grafic functia f: IR — B, daca:
a) f(x)=min(x+2, -x, 3-4x); b) f(x)=max(x-1 1, 3-2x).

I8. Sa se determine x € 2 in cazurile:

a) 2x—1F(x-—1‘ 2x-+l\ b) 3x+1c[2x. x> —Fl:]‘: c) xS e(_l_ g)

3 L2 5 ) x-2 \8' 4

[79. Sa se determine in functie de x e R intersectia intervalelor:

a 1= 222, o). 9 =( -, 2228,
2 5

b) I:[X—l, 3X—2],J:[2X—1' 3x—2}‘

3 4

(310. Se considera functiile f, g:R—> R, {(x)=(m-3)x+2m-1, g(x)=(1-m)x+
+3m - 8. Sa se determine m e R stiind ca functiile sunt simultan pozitive pe
multimea [-3, 1].

011.Fie functiile f, g: R > K, f(x)=(m+3)x-2m+9, g(x)=(m-2)x+m-5.
Sa se determine m € 2 in cazurile:
a) f si g sunt negative pe intervalul [-4, —1]:

b) f si g au semne contrare pe intervalul [-1, 2].

(112.Se considera functiile f, g:R—> K f(x)=(3m-2)x+m-1, g(x)=(m-2)x+
+2m —~3.

Sa se determine m el astfel incat pe intervalul [O. +o0) functiile f si g
au semne contrare.
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TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1
O 1. Sa se rezolve ecuatia [(x ~3)=0 stiind ca functia {1 — & este afina si

f(-3)=6, f(1)=9.

m-1

Q 2. Sa se determine m € B2 pentru care functia f: B > %, f(x)= X —m

m -2
este strict crescatoare pe intervalul (0, +w).

jmx ~(m+1)y =2

O 3. Sa se determine m el pentru care sistemul 1 este

3x+2y=5

compatibil determinat si sa se rezolve in acest caz.

Testul nx. 2
O 1. Sa se rezolve sistemele de inecuatii:
x+1 x+3 x-1 x-38
a) + < + :
2 4 3 6

2x -1

<
Xx+3 X=3

2x +1

b)

Q 2. Se considera functia [ :® — I cu proprietatea ca:
f(x+a)sx<f(x)+a Vxek.
a) Pentru a =1 sa se calculeze f(1)+(2)+...+f(n), n=1.
b) Sa se determine a € & pentru care functia g(x)=af(x) determina cu
axele de coordonate un triunghi cu aria S =4.
¢) Peniru a =1 sa se rezolve sistemul de ecualii:
M(x-1)+4f(1-y)=7
2(2+x)+3f(5+y)=9

O 3. Sa se determine semnul functiei g =1{of, unde,

i ) [x-4, x5
t:ll«'~>l),f(x)::~12x <55
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DEFINITIA FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA
REPREZENTARE GRAFICA

01. Sa se determine functia de gradul al doilea {: > —» &, stiind ca verifica con-
ditiile:

a) f(0)=1,1(1)=3,1(2)=7
b) f(-1)=1f(2)=7,1(-2)=3
c) f(1)=1(-1)=0,1(2)=3;

d) (1)=f(3)=1 f(2)=2.

(J2. Sa se scrie sub forma canonica functia {: 1 — B, in cazurile:
a) [(x)=4x" -5x+1; b) f(x)=x" -1
I .
b) f(:il):22—:\'2 +6x —2; d) f(x)-3x7+2x -1

e) f(x)=-2x*+3x; ) {{x)==2x"~x-2;

g f(x)=2(x-1)(x-2); h) f(x):tS(l—x)('xflJ.

%

03. Sa se determine {: 1 - B, f(x)=ax? + bx + ¢, stiind ca punctele A(1, 0),
. 1 3 . . )

B(2.9), C(E ZJ apartin graficului functiei.

04. Sa se determine functia {: & > B, f(x)=ax” + bx + ¢, sliind ca reprezen-

tarea geometrica a graficului trece prin punctele A(1, 6), B(-2.-15). (i[ l. ]C‘J
‘ 2 2

05. Sa se determine multimea de valori a functiei [ : 1

a) f(x)=x>-3x; b) f(x)=x"-4x+3;

c) f(x)=-2x"+3x; d) f(x)=-3x"+6x-3;

e f(x)=x"-2x+2 fl f{x)=-x*+4x-5.

» I, In cazurile:

06. Sa se scrie sub forma canonica functiile:
a) f(x)=x" —ax +a%; b) [(x)=x*-

d) f(x)=x

(a+1)x+a:
o) f(x)=(a’+1)x*-a’x-1; (a+b)x+ab;
e) f(x)=(a®*-a+1)x*>+(a-1)x—a®
f) f(x):(a2 +b* +1)x* —a’x - b? —1.
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(17. Sa se determine f:B - K, f(x)=ax” +bx+c stiind ca varful parabolei
asociate este V (5, —23) si graficul functiei intersecteaza axa Oy in punctul cu
ordonata 2.
[18. Sa se determine functia {:# — &, f(x)=ax” + bx + ¢, in cazurile:

a) f(0)=1f(-1)=5,1(2)=1L

b) £(0)=8+1(2)=5, iar minimul funcliei este —4;

¢} graficul functiei intersecteaza axa Ox in punctele cu abscisele 52) si0

. . 1
si isi atinge maximul in —=.

V2
[39. Sa se determine functia de gradul al doilea al carei grafic este tangent
axei Ox in punctul de abscisa -5 si trece prin punctul A(-3, 4).
2

(010.Fie f: 0 >, f(x)= ~X7 +(2a+1yx+2a+b - % Sa se determine valorile

5 e : 1
a, b el astfel incat parabola asociata functiei { sa aiba varful V r~d, “11 W
\
(311.Fie A(-4, 0), B(0, 3) si M(x -1, 2x+1), x c I,
Sa se determine functia {: 8 — B, {(x)= MA” - 2MB®.
Sa se traseze graficul acesieia si sa se afle valorile extreme ale ei.

(7 12. Se considera functia:

iR R f(x)=(ax-1)" +(ax-2)" +...+(ax -n),a=0.

Sa se arale ca valoarea minima a functiei f nu depinde de a e k.
(113.5a se determine axele de simetrie pentru graficele functiilor {: 8 — B,
date de:

a) [(x)=x"+1

c) f(x)=-3x"+6x-2;

b) f(x)=2x" ~4x +3;
d) f(x)=x"+6x-11.

(314.5a se determine valorile parametrului real m pentru care dreapta data
este axa de simetrie a functiei de gradul al doilea in cazurile:

a) f{x)=x"-2(m-2)x+3, x =3 b) f(x)=mx®~(m-1)x, x =-5;
. 9 2 . N -1 4 3 .
€) [(x)=2x" -(m* -83)x+5, x=55; d} {(x)= el LNy
) m m+ 2
[115. Sa se reprezinte grafic functiile de gradul al doilea [ — B2
a) f{x)=3x" b) f(x)=2x" -2;
e) f(x)=x%"-4m dy fix)=-x4+1;

e) [{x)=-2x" +3x; B ()= %" -2x +2;
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g f(x)=x*-4x+4: h) I(x)=-x"-6x-0; -
i) f(x)=2x* -3x+1 B (x)=-8%x% ~4%x +4.,
(016.5a se determine funcfia de gradul al doilea care are un minim e
6.2, graficul functiei contine punctul A (1, 7) si este simetric
dreapta x =0,6.

gal cu
m raport cu

[J17.5a se determine si sa se reprezinte grafic 02—, {(x)=ax® + bx + ¢
stiind ca numerele a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica cu ratia r = 2, iar axa de
simetrie a graficului este dreapta x = -0,7.

(018.Sa se determine functia f:8 — &, f(x)=ax? + bx +¢, stiind ea numerele

a, b, ¢ sunt in progresie geometrica avand suma S - ~0(7) si {(x)= f(l - AJ
) L3 '

vV x el

018.5a se reprezinte grafic functia | ;# — §. (x)=ax” +bx + ¢, stiind ca inde-
plineste una din conditiile:
a) intersecteaza axele de coordonate in punctele de abscisa x = -2 si

x =3, iar valoarea extrema este egala cu ~1
2

b) graficul sau este tangent axei Ox in punctul de abscisa x = -4 si
conline punctul A (-2, —4).

020.Fie A(2x -1, 0), B(x, 0), C(0, x), x e R sl functia:

v 1 > 2 NG ]
- f(x)= E(ABJ +AC? + BC® 4 %‘— J m e @,

Sa se reprezinte grafic functia { stiind ca graficul ei este tangent axei Ox.

021.Se considera punctele A(3,5), B(L 7),C(-1,-3). Sa se delermine
punctele M de pe axele de coordonate pentru care urmatoarele expresii au
valoare minima:

a) E=MA®* + MB? + MC?; b} E=AB" MC* + AC* - MB” + BC* - MA”.
022.Se considera punctele A(3.2), B(6.5). Sa se determine punctele M de
pe axele de coordonate pentru care:

a) MA? + MB? este minima;

b) OA” -MB® + OB? - MA® esie minima;

¢} 2MA” - 2MB? esle maxima:

d} 3BMA® - 5MB* + AD® esle maxima.
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[J23. Sa se reprezinte grafic functiile f : R — R, in cazurile:

sz, x<0 Jx -1, x<0
i s : b) f
") f{x) 1}; x>0 ) I(x) l2x—1x>0
X, x=1 x?+3x,x<2
) f{ = d f(x)=1 ", ;
l ~~2‘c>l 2x°-3x, x>2
Jx x<1
e) [(x x* +4x -3, xe(1, 3).

2_8x+15, x23

(J24. Sa se reprezinte grafic functiile f: R — B, stiind ca punctul indicat apar-
tine graficului functiei:

sz—x. X<m

a) [(x)=17x-m, xe[m+1 m+3], A(2m, 24);
i-xg-i»x,x>m+3
4
*~6x+m, x<m-1

b) f(x)=4" T XS A (3m+ 3, 69).
-X*+2x+72, x>m-1

[325. Sa se reprezinte grafic functiile si sa se afle Imf:
a) f:[-4, 2] > W [(x)=x" -2

b) f:[f—g, +v.»] S ((x)=-2x"+8;

c) fi(—w0 2] > W f(x)=3x"-4x+1;

d) £:(-3.2)uU[3, +w) > K, [(x)=x*-3x+2;
€) f:(-w ~1)uU[3, +o) > B, 1 (x) -4 - x?

0 f:[-15]u[6, +=) > B, {(x)=x> -10x +25.

026. Fie {: 0K, [(x)=x" +2 si multimile A=[-2, ~1], B=[0, 3]. Sa se compare
multimile:

a) f[(AuB) si [(A)uf(B); b) [(AnB) si f(A)n[(B).
027. Sa se demonstreze ca pentru oricare a, b, c ek, graficele functiilor
fLg: -k f(x)=(x-a)(x-b)+(x-b)(x—c)+(x-c)(x-a), g(x)=a(x-

+b(x —a)(x-c¢)+c(x —a)(x —b), intersecteaza axa Ox.

b)(x —c)+
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(028.5a se demonstreze ca varfurile parabolelor asociate functiei f, sunt
situate pe o dreapta in cazurile:
a) f,(x)=(m-1)x"+2(m+1)x+m, m el \ {1};
b) £, (x)=(m+2)x* +4(m-1)+4m-L mek \ {-2}:
c) f,(x)=-x%x*+(2m+6)x -m? - 5m —7.

[(J29.5a se arate ca varfurile parabolelor asociate functiilor f
situate pe o parabola:

a) f (x)=x*+(2m-2)x+2-m, mek;

b) f,(x)=x*-2(m+1)x+2m, mel.

w5 2 sunt

0030.5a se arate ca parabolele asociate functiilor f, (x)=x> - 2(m + 1)x +2m,
m €, au un punct comun.

031.Se considera familia de parabole f, (x)=x* -2(m - 2)x+4m -3, mek.

m
Sa se arate ca varfurile parabolelor se gasesc pe o parabola. Sa se reprezinte
gralic aceasla parabola.

032.Fie familia de functii f, 0 > K, [, (x)=(m-1)x>+ (3m - 1)x +2m + 1,
mel \ {1}

a) Sa se arate ca parabolele asociate acestor funetii trec prin doua
puncte fixe.

b) Sa se determine m pentru care varful parabolei este situal in cadranele
2 sau 3.

0033. Se considera familia de functii [, : & 58, {, (x)=(2m+3)x> (7 + 2)x

—4m -5, m # —g.
2

a) Sa se arate ca parabolele asociate functiilor trec prin doua puncte fixe.
b) Sa se determine m e 2 pentru care parabolele intersecteaza axa Ox in
puncte separate de axa Oy.

(34.5a se determine functia de gradul al doilea care este nula pentru
x=1,(6) si are un maxim egal cu 16,(3) pentru x = 0.(6).

035.5a se determine a, b ek, astfel incat functia [: & > &, [(x)=(a 1)x> +
+(b-2)x +a sa aiba un minim realizat pentru x =5, iar functia g: B > b,
g(x)= 2.5(a -x° ) +bx(x -b)+3x -5 sa aiba valoarea maxima realizata pen-

tru x =0,(6).

133



——

& Algebri © IV, FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA

g RELATIILE LUI VIETE

f11. Sa se rezolve ecuatiile stiind ca admit solutiile specificate:
a) 3x” +(m” -3m)x -4 =0, x, = -2,

b) (m*+6)x* ~(8m-1)x+m-2=0.x, =L

¢) (m* -5)x* +(3m-2)x +m*-13=0, x, =2

d) (m+2)x*+3x-m” =0, x, =m.
¥2. Sa se scrie relatiile lui Viéle pentru ecuatiile date si sa se exprime expre-
siile E=x? +x2, F=x] +y}:

a) x2-7x+7=0: b) x?-18x+79=0; ¢) 5x5* -18x+1=0.
(93. Sa se calculeze valoarea expresiilor date, daca x,, x, sunt solutii ale
ecuatiei de gradul al doilea:

. %X %; # X,
a) x> -6x+6=0E=—"1"2 4L _—2;

1+x,x, 2
. 1
b) x2+6x~1=O.E:—1—+L+ —
Xy, Xy X X
_— 1
o) 8x% ~dx-1=0,B=20 2o,
X, X, X, +X,
9 ; 3
9 1 1 1
d) 4x“+3x——8:0,E::[L~~»—J + —+—~] .
X Xy X Xy

X2 +3x,+2 x5 +38x,+2

L unde
X, +5x,+2

[J4. Sa se calculeze valoarea expresiei E = =
X, +5x%, +2

X,, X, sunt solutiile ecuatiei 2x* - 7x 2 = 0.
[15. Sa se determine parametrul me# cu proprietalea ca intre solutiile
X,. X, ale ecuatiei date are loc relatia specificata:

a) x* -mx+m=0, x, =2x,;

b) x> -(2m-3)x +m~1=0, 3x, - bx,x, + 3%, = 0;

¢) x> -2x +m® - 1=0, x| +x; = -4

| ot

d) mx®> - (m+1)x+1=0, (x,+%x,) +(x%,) =

(6. Sa se determine o relatie independenta de m € 2 intre solutiile ecuatiilor
date:

a) mx* - (m+1)x+3=0; b) mx*+(2m -4)x +4m -3 =0;
c) x> -2(1+m’ )x +m=3=0;d) mx’-(3m-1)x+ 6m3 -2J3 =0;
e) x* +(m—-3)x+2+3m* =0.
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(37. Fie ecuatia 2x* -2mx +7 ~4m = 0. Sa se arate ca pentru mek solu-

tiile ecuatiei verifica egalitatea: (x, 2)2 +{x, - 2 =1+ m?2,

8. Sa se determine relatia intre coeficientii a, b, ce X stiind ca solutiile

. P - -
reale x,. x, ale ecuatiei ax® + bx +c¢ =0 verifica relatia =~ + 22 1 2 = (.

X, X

(9. a) Fie ecuatia x* +ax+b=0. Sa se afle a, be R stiind ca x? +x? =2 si
%% + x5 =20.
b) Fie x,, x, solutiile ecuatiei x* +ax +1=0 si Vi, Vo solutiile ecuatiei

y* + by +1=0. Sa se calculeze (x, —y,)(x, -y, ) (%, + ¥, ) (x5 +y,).

[310.5a se formeze ecuatia de gradul al doilea care are solutiile:
a) x, =1, x,=2; b) %, =2, x, =—/2;
€) x, =1++2, x, =1-2; d) x, =3-242, x, =3+22.

J11.Fie a, b, cel2’. Sa se arate ca daca ecuatiile x” +ax+be=0 si x> + bx +
+ac=0 au o singurd solutie comuna, atunci celelalte doua solutii verifica
ecuatia x% +cx +ab =0.

012.5a se discute natura si semnul inecuatiei dupa semnul lai m e §
a) x> -2x+m-2=0;
b) x* -2(m-1)x+m* =0;
¢) (m®-1)x* +2(m +2)x +1=0:
d) (m+2)x”+2(m+1)+m+3=0;
e) 2x* + 3|m|x + m* = 0;

f) x> +2(jm|-1)x+ m* -4 = 0.

313. Sa se discute natura si semmnuil solutiilor ecuatiei in functie de m e #2:
2 1 1 3
— = = b) ML~ L
X-m X+m m x+m 2x+m x+1
e) m(x-1)(x-2)+(x-2)(x-m)+2(x-1)(x-m)=0.

(0 14. Se considera functia de gradul al doilea:
f:R->R f(x)=mx*-2(m-1)x+m-3.
Sa se determine parametrul real m astfel incat:
a) graficul functiei intersecteaza axa Ox in doua puncte separate de axa Oy.
b) graficul functiei intersecteaza axa Ox in doua puncte cu abscise
pozitive.
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e ——

0115. Se considera functia de gradul al doilea f: R — B, f(x)=-x>+(2m+ 3)x - »

2
—m* =4
a) Sa se determine m e R astfel incat intersectia Gy N Ox sa fie formatj

din doua puncle cu abscisele negative.

b) Exista valori ale lui m astfel incat graficul functiei sa intersecteze axa

Ox in doua puncte separate de axa Oy?

(116. Fie functia de gradul al doilea ax® +bx+c=0 si x,, X, solutiile sale. Sa se
determine a, b, ¢ pentru care numerele a, x,, b, x,, ¢ sunt in progresie aritmetica.

(J17.Fara a rezolva ecuatiile sa se precizeze semnul solutiilor reale ale acestora:
a) x> -7x-1=0; b) 2x> +7x-3=0; ¢) (x-3) +2(x-1)* =4x +3;
d) x2-2x-1=0; d) x2+(a2+1)x+b2+1:0.

(J18.Fie x* +ax+b=0 si x,, x, solutiile acesteia. Sa se formeze ecuatia de
gradul doi cu solutiile::

a) y, =-X,, Y, = X!

C) ¥, =2+4X,, ¥, =2+X,;

2 2.
€) y, =X|, ¥, =Xy,

b) y, =1-X,, ¥p =1-X,;

d) vy, =x; +2X,, Y, =2X; +Xy;
)y, =l4x, + X7, Y, =1+ X, + X5
[119.5a se determine valorile lui meR pentru care solutiile x,, x, ale
ecuatiei x, —2mx +m —1=0 verifica conditiile x; <1< x,.

[320.Se da ecuatia (m® - 1)x* ~(2m +1)x +1=0.

Sa se determine m el \ {-1, 1} astfel incat solutiile x,, x, ale ecuatiei

sa verifice una din conditiile:

a) x, <l x,<]; b) x, <L x, > 1 c) x,>1, x, >1.

(J21.Pentru ce valori ale lui m el solutiile x,, x, € R ale ecuatiei (m-3)x” -
-2(m-1)x+m =0 sunt mai mici decat 27

(J22.Sa se determine m € R stiind ca:
a) {xel}l x? —x+m:0}m(1, +oo) # 0;

b) {Xeh‘ (m+1)x? —2(m—2)x+m—4:0}m(2 +w) are doud elemente;

c) {x el | x® -5x +m = O} (1, 4) are doua elemente;

d) {x el | mx’ -2(m-1)x+m-2= O} N (L, +w) are un singur element.
(323. Se considera ecuatia x*> -6x+4 =0 sifie S, =x} +x5, neN.

a) Sa se calculeze S, S,, S,.
b) Sa se arale ca pentru orice n e N are loc egalitatea: S, ., =6S_,, —4S,.
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¢) Sa se arate ca pentru oricare neN numarul S, este natural si se
divide cu 2".
[J24.Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
x+y=3 x> +y*=5 iyl = X+y+xy=5
a) Y= p) ¥ ;c) ¥ 5;d) Pl
=2 x+y=3 2

1 1
—+—=4
e) 2(x+y)+3xy =7 pix v . x> +y’+xy=5
7( +y)—9xy:5, 2 o L x+y=3 '
x?+yr=—
2
xX+y+x’y? =7 S
y=3 2+y? =1
mi1 1 3 ; 1){)(3+3 K j){x +y +xi/1:
<y 2 y X+Y+Xy=—
2x? + 3xy + 2y” =4 Jx2+y2+xy:7 Xy +xy =2
= =+ =
k) e d : D41 1 3 B R .
X+y-xy=1 l;-k;:; 2xy +3x+ 3y =7

){2(X3+y3):9xy‘ " {x3+y3—3,5xy_ Y X12+yi+xy:13.

X+y=3 ' X+y+xy=-1 "' 7+F:L(l)
1,21

@ x y 2 : o {xz—xy+y2:7; f){x+y+2xy=~5;
1,15 4y =7 x%y + xy® =2
x* y* 4

g){x+xy+y:5 g XY+ 6xy =68 - x*+y?-2(x+y)=25
|2x* +2y* -3xy =16 |x*-xy+y? =7 -

(726. Folosind notatii convenabile, sa se rezolve sistemele:
) x+y=5 Jx +y=5
a : ;
«/§+\/3—/:3 lx y+yx/;=6

=4 =
. {xy @ {x x+y\/§ 9;

x+y+Jx +.y=8 Jx +y =3
1 1
+ =2
xy+\/;+\/§:3 x+1 y+2
e) ; ) 1 1 :
X+y+xy =3 + =2

(x+ 1)2 (y+ 2)2
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@ MONOTONIA FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA

[J1. Sa se stabileasca intervalele de monotonie pentru functiile f: R - R
a) f(x)=x"~1 b) f(x)=x>-x; €) f(x)=-x>+2x; d) (x)=3x>-4x+1;
e f(x)=x"-2x+2 ) f(x)=-x>+4x-4; g f(x)=-2x"+6x-1.

(J2. Sa se studieze intervalele de monotonie pentru functiile f: R —» B, date de:
a) f(x)z(m2+l)x2—2x+l; b) f(x)=mx*+2x+1;
¢) f(x)=(m-1)x* - 2mx; d) f(x)=(m*-4)x*+(m-2)x;
e) f(x)=(m-2)(m-3)x"-2(m-2)x+m;
f) f(x)=(mx-1)" + (mx -2)".

03. Sa se determine m e pentru care functia f:® — R are proprietatea
specificata, in cazurile:

a) f(x)=x" -2mx este crescatoare pe [-B. +);

b) f(x)=-2x" +4mx + 3 este descrescatoare pe [-2, +x);

¢) f(x)=mx”+ 2(m+1)x+m+2 m=0, este crescatoare pe (-, 2] si
descrescatoare pe (2, +o).

(4. Sase determine a, b el stiind ca functia {: R —> D, f(x)=x*+(3a-1)x-2b

este descrescatoare pe (-, 5], crescatoare pe [5, +o0) si Imf =[-9, +x).

(J5. Sa se studieze monotonia functiilor f: R - B

x*-x,x<2 2

a) f(x):{ ) . b) f(x)= X x+1,xs1;
-2x% +10, x >2 -5x?+6, x>1
'__ 2 o -

o f(x):J 2x? + 3x 1,x-2.

|x*-3x, x>2
(6. Sa se determine m e R pentru care functia
x®-2x -1,

2R f(x)=mx+]1,

x &(-, 1)
x €[l, 2] este strict descrescatoare pe R.

-x*+4x-11,x€(2, )

x* ~4x+5,x €(2, +o)
7. Se considera functia f: R — I, f(x)=4Jax+h, x [0, 2]
x -1, X € (-, 0)

Sa se determine multimea perechilor (a, b) de numere reale pentru care
funectia este strict crescatoare pe R.
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(18. Sa se studieze monotonia functiei f:# - B, in cazurile:
a) 5f(x-1)+7f(1-x)=x*+x+L Vxel
b) f(2x-1)+2f(83-2x)=2x" -x, ¥V x e .

19. Sa se studieze monotonia functiilor f: & — &, daca:

a) f(x)=min{t’ -2t | t <x;

b) f(x)= mirx{t2 ~t+1 | te[x x +2]}:

c) f(x):max{vt2 +4t+3 | tgx}.
(010.Fie f:R > R, f(x)=-x*+4(3m+1)x+5. Sa se determine m <P pentru
care functia este crescatoare pe intervalul (-1, 8).

(J11.Fie functia f:P > B, f(x)=(m-3)x* +(3m-7)x+2m -1, m# 3. Sa se

determine m e R astfel incat { sa fie descrescatoare pe intervalul {71, g:}

(112.Fie functia f:R >R, (x)=3mx* +6(m-1)x+m+2, meR'. Sa se deter-

mine m e R pentru care f este strict crescatoare pe intervalul [-3, —1].

SEMNUL FUNCTIEI DE GRADUL AL DOILEA
INECUATII DE GRADUL AL DOILEA

(31. Sa se stabileasca semnul functiei f: R — §:
a) f(x)=x"-3x; b) f(x)=2x" +4x;

c) f(x)=-x>+5x; d) f(x)=-2x>+3x-1;
e) f(x)=x"-2x+1; f) f(x)=-x"+4x-3;
g [(x)=-4x" +4x-1; h) f(x)=x"+1;

i) f(x)=x*-2x+2; J) f(x)=-x>+5x-9.

(2. Folosind semnul functiei de gradul al doilea sa se stabileasca semnul
functiilor f:D - IR

a) f(x)=x(x*-4);
x* =1
x> -4’

b) f(x)=(x? ~1)(X2 =9

x* - 3x
D=2 arn

c) f(x)=
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X(XZ—SX—AI) 3

. -1
Y Bl%) = £ =
| e) f(x) - f) [(x)= £l
.‘ g) f(x)=x*-10x" +9 h) f(x)=x* - 17x* +16.

3. Sa se rezolve inecuatiile in multimea & :

(34. Sa se rezolve inecuatiile in multimea 1:
) 4 3(x+2)2 >(x +4);
3-x)"-2(2x+1)° <6+(3x+1);

2

a) (x
b) (3-
c) (2x + )+2(3x+2)221+(2x+4)2:
d) (x+1)" +x* -5(x -1 22(x-4)";
€) (

X -2)(x+3)-5(x+1)(x-4)< x> —(x-4)";
‘ H (x-1)" +2(x-2)" +3(x-3)" 2 (5x+6)*:
g (x-3) —(x+2) +5(x*+5)20.

(5. Sa se rezolve in multimea 0

a) x(x*-3x+2)>0; b) (x;))(x2 -9)=0;
i 5 1
c) (x* -3x)(x*> -3x+2)<0: d > 0;
(x* - 3 ) ) X2
e) }::E i,-,,S.X,; X+2 X72:
Xx+1 x+2 X-2 x+2
*-2x+4 2 + 3
g)—}i B+ 2 o1 h]X, l4x+33>0:
“X" +4x x* -3x-10
4x° -bx -1
) (x+3)(x - 2)(x*-1)>0 B
/ I ) )2}\" -5x+3
)&2 X'.! l
k) "v(.‘l T_L>()

(J6. Sa se rezolve inecuatiile folosind notatiile convenabile:
a) (x* - 3x) -2(x*-3x)-8<0;
b) (x +3)(x+4)(x-3)(x-4)>120;
e) (x-5)(x-4)(x~-3)(x-2)<8;
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a) x> —14x —15 > O; b) 5x°> - 8x +8<0:;
) x> +Bx+1120: d) (1~\/§)x2+3x71~\/§<01
e) 3x° +2x—-120; f) 2x* +3x-520.
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d) ()(2—3)(—4)2 +3x*>-9x-16<0;

2
e)—;gi——2x2—x+2
X +Xx+2
— Y y
0 (27 1202203,
x-3 3-x

g) (x2+x)2+x2+x—220.

17. Sa se expliciteze legea de corespondenta a functiilor f: D — K

a) f(x):‘xz—Sx‘; b) f(x)=|x" +3x+2‘
) |x fbx‘
e) f(x)=x[x*-1; d) f(x)= W

x(!f&x2 —2xAl)

of f{=)= x> -4x-5

18. Sa se determine valorile parametrului real m pentru care au loc relatiile:
a) (m-1)x* -x+m-120,V xel;
b) mx”* +2(m+1)x+m+1<0, V xeb;
c) (m-1)x*-2mx+m<0,V x el
d) (1-2m)x* -2mx -2m =0, V x € &
e) mx(2-x)<2x*+1LV xeh
(19. Sa se determine valorile parametrului real m pentru care:
x* + mx +m” - m
x? + 4mx + 5m” + 3
x*+2(m+1)x+m+1
2x* +(m-1)x +2(m-1)

>0, Vxelk;

b) >0,V xel.

[110.54a se determine Imf{ pentru functiile f: D - B

X X ; x+1
f - : b) = e e) f(x)=s———;
a) f(x) x%+1 ) £(x) X2 +x+1 ) I(x) x2 —x+1
) 3x-1 x*+2x+3 . x* +x+1
= f —; f(x)=5——.
1= 3 R e ) D)= a

111.Sa se determine m € & pentru care inecuatiile nu au nicio solutie:
a) (m+1)x* + mx +m < 0;

b) (m® -m-2)x* -2(m+4)x+2>0;
¢) mx” +3(m+1)x+3(m+1)<0.
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(712.Sa se reprezinte grafic functiile {: 8 — &
a) f(x)=max(3x* - 5x +2, x +2);

b) f(x)=min(2x” +3x -2, x* =2);
¢) f(x)=min(x* - 3x, 0)+max(x* +3x, 0);
d) f(x)= mm( -3x, -2)+ max(x* + 3x, ——2).

(013.5a se determine valorile parametrului real m pentru care inegalitatile
sunt verificate pentru oricare x € i:

a) (m—2)x2 +(m~3)x+m ~3<0;
b) (2m+1)x* -3 (m+1)x+m+3>0;
) (m* -3m)x* -2(m+3)x+2>0;
d) (m-3)x” +2(2m+1)x +5m -11>0.

[J14.5a se determine valorile lui m e & pentru care solutia inecuatiilor este
multimea #:

2 2
- x2 (5x+8 <0 b lx (2+m)x+m+2\g3;
(m—1)x* + 2mx + 9m - 5 l x> +38x+3 |
-1 x? . -
& {m-1)x"+(m-2)x-1 Y

(H—mz)x2 ~2mx + 1

(3 15.Sa se determine m e 2 pentru care:
a) inecuatia (m2 - 3m)x2 -2(m-3)x +2 <0 nu are solutii;
b) inecuatia x* —(m+ 2)x+5-m<0 este verificata pentru oricare x e(L 3);
¢) inecuatia x* — (m - 2)x + m -9 >0 este verificata numai pentrn
X e (=, ~1)u (4, +x).

(116. Fie functia {: 02— B, {(x)=(a+3)x’
Sa se determine a e R pentru care:
a) f(x)<0, Vel b) (x)>0,V x e(—x, 0);
¢) (x)<0,V xel0, +x); d) f(x)>0,V xe(—w, -2).

~(a+4)x+a+4 aeh \ -3}

(317.Fie functia {: 0 - B, {(x)=2x" +(m +3)x +3m -1.

a) Sa se determine m el astfel incat parabola asociata functiei f sa
intersecteze axa Ox in doud puncte situate la distanta 3.
b) Pentru ce valori ale lui me®, f(x)20, VxeR?

¢) Pentru ce valori mel, f(x)20, vV x (0, +o)?
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CI18 Fie functia {1l - B, f(x)=x"-2(1+3m)x+7(2m + 3). Sa se determine

m e B pentru care }%{ el ’ f{x)= (‘); (0, +o) =@,

(119.Fie f 1R > K, {(x)= Smx? - 2mx + 1357 +6x + 1.

a) Sa se determine m e 2 pentru care parabola asociata functiei [ inter-
secteaza axa Ox in doua puncte cu abscisele siluate intre —1 si 1.

b) Exista valori ale lui m pentru care abscisele punctelor de intersectie
sunt mai mici decat -17?

£120.Se considera ecuatia (m-3)x* -2(m-1)x+3-2m=0 mel \ {3}. Sa

se determine m e K" astfel incat:
a) ambele solutii ale ecuatiei sa fie mai mici decat 1;
b) ambele solulii ale ecuatiei sa fie mai mari decat 1;
¢) o solutie sa fie mai mica decat 1 si alla mai mare decatl.

[121.Fie ecuatia (1-m)x*-2(m+1)x-m-2=0. 3a se determine valorile lui
m e\ {1} pentru care are solutiile in afara intervalului [-3, 0].

= 11]X Tk III

f122.Fie functia [0 -8, {(x)= Sa se determine valorile lui

m e pentru care Imf < [-3, 2].

F123.S4 se determine m e pentru care funciia
) 2m+3)x* —(m+2)x~m-1 _
00— K, f(x) -—( = ) (_ — ),3 — saaiba Im{ < [O, o).
x*4+(m-8)x—m" + 3m

(5m +1)x” 4(1]1 +2)x+1 |

(124, Pentru ce valori m e & functia {8 > E, f{x)= —
3x” +(m+4)x +m+4

are Imf < [0, +%)?

[325. Sa se determine m ¢ 0 pentru care valorile functiei:
o ) (111—2))(? (m*)))u.]
Rk (X)) - sunt negative.

l
x? -2{m~-3)x+m-—1

(126. 5S4 se determine valorile parametrului real m in cazurile:
a) x2+y*-5x-3y+m>0,Vx yel
b) 2x% +3y? -5x-3y+m+1>0,V x, yely
c) 4x2 +9y? —~4x - 12y +m* +1>0, VX, ye I
d x*+y?-2mx +4y+2m* -5>0, Vx yek
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¥ ax” =bx+l
[127.Fie {: R >R, {(x) :_iﬁ?‘ a, bel. Sa se determine valorile para-
metrilor a, b e ¥ cu proprietatea ca Imf = ( l o .

L 2 2]

Har2 2% 1§

(128.Fie (0 > W, [(x)= 2 T2X*D
x* +1
a, be® pentru care Imf :[f 1, 1].

. 5a se determine valorile parametrilor

(129.5a se determine f (I \ {2}) pentru functia:

2
x° - 3x

frR\N{2)>E [(x)= :
2
(x—2)

POZITIA RELATIVA A UNEI DREPTE
FATA DE O PARABOLA

(11. Se considera parabola de ecuatie y =2x” - 3x. Sa se determine pozitia

dreptei d lala de parabola data si sa se afle punctele comune in caz de
intersectie, stiind ca ecuatia dreptei d este:

a) y=0; b) y=-1; c) y=-3x:

e) y=-2x-1 f) y=ax,aecl/,

1
d) y=-5x-——;
2
(2. Fie parabola de ecuatie y=x”+mx 1. Sa se determine valorile lui
m e B pentru care dreapta y = x + m:
a) este langenta parabolei;
b} esle secanta parabolei;
¢} esle exlerioara parabolei.

(33. Fie parabola y =(m - x” -2mx +1, m # 1.
5a se determine m e b pentru care:
. 29
a) dreapla y =2x + == esle langenta parabolei:
4
b} dreapla y =2 este langenta parabolei;

c) dreapla 2mx -3 esle secanta parabolei.

(J4. Sa se discute in functie de parametrul real m pozitia dreptei y = —mx +
+m —1 fata de parabola y = x” + (m - 1)x + m.
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(5. Sa se precizeze pozitia dreptei y =2x in raport cu parabolele y =x* +1

si y=-x +6x-4.

6. Sa se demonstreze ca pentru oricare mel dreapta y=x-2 este

tangenta parabolelor y =2x” +(4m - 3)x + 2m?* - 4m.

(7. Se considera functiile de gradul al doilea

f,g h:Ro R f(x)=(m-3)x*>+2(m-4)x+m-5,

g(x)=(5m+6)x* —(m+3)x+1, h(x)=x"-2(m-5)x+m-3.

Sa se studieze pozitia axei Ox fata de graficele functiilor f, g, h discutand
dupa parametrul m e B

(J8. Se considera parabolele y=x”-2(m+1)x+ m® +3m +% si y=2x>+

m? —6m +1

+(m-2)x+ . m el Si se arate ca dreapta y =x —1 este tangenta

ambelor parabole pentru oricare m e k.

(J9. Sa se scrie ecuatia dreptei tangente la parabola data in punctele
specificate:

a) y=x>-3x+2 A(2. 0), B(3,2):

b) y=-x>+x+2, A(-1 0), B(3, -4).

(110.Se considera parabolele y = x? —mx +m?. Sa se arate ca pentru oricare

m e b dreapta y =mx —m” -1 este exterioara parabolelor.

f111.Se considera parabolele y = ax? +bx +¢, a#0. Sa se gaseasca conditiile

in care parabola este simultan tangenta ambelor bisectoare ale sistemului
cartezian.

(112.Sa se determine parabolele y =ax” +bx +c cu proprietatea ca dreptele
y=2x-2,y=-x-2 sunt simultan tangente parabolei. Sa se arate ca var-
furile parabolelor gasite sunt coliniare.

. Sa se determine

(2m - 3)°
4

(113.Se considera parabolele y =x”+(2m-2)x +
valorile lui meR pentru care parabolele sunt tangente graficului functiei
f:[0, +0) > R, {(x)=x.
(114.53 se determine functia de gradul al doilea al carei grafic contine
punctele A (0, 1), B(1, 3) si este tangent dreptei de ecuatie y +3x -2 =0.
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(J15. Se considera functia f: R - R, f(x)=x* -2sina x + 2+ 2sin o.
a) Sa se studieze pozitia dreptei y =2x +cos”a in raport cu parabola
data.

b) Sa se arate ca pentru o eR varfurile parabolelor se gasesc pe alty
parabola.

¢) In cazul in care dreapta data este tangenta parabolelor, sa se arate
ca punctele de tangenta apartin unei parabole fixe.

(J16. Sa se determine in functie de parametrul real m numarul punctelor de in-
tersectie dintre graficele functiilor f, g:R > B, f(x)=x" -2x -5, g(x)=mx - 9.

(017.Sa se determine valorile lui me® pentru care parabolele asociate
functiilor f: R -, f(x)=(m-1)x* - (2m-3)x+m-3, melk \ {1} sunt situate
sub prima bisectoare a axelor de coordonate.

(118. Se considera functia {: R — B, f(x)=mx®-(m-1)x +2.
Sa se determine meR’ pentru care graficul functiei f este situat

deasupra dreptei de ecuatie y = (m-1)x

(319.Se dau dreptele de ecuatie y=x-1, y=-2x+4 si functia f: 8 - I,

f(x)=mx®-2(m+3)x+33. Sa se determine m e pentru care parabola
asociata functiei [ este deasupra dreptelor date.

(3 PozITIA RELATIVA A DOUA PARABOLE

1. Sa se rezolve sistemele de ecuatii si sd se interpreteze geometric:
x> -1= =4x* -5x+2
a) ) v : b) ¥ . ’ :
—x*+3x-1=y y=-x>+3x+2

0 {2x2—3x~5:y. aQ x?-2x+2
x*-3x+4=y y=x2+2x+2
fyz(x—l)2

e) 53
1y=(2x~])

(2. Se dau parabolele y=x? -mx +1 si y=2x*-3(m+1)x+5. Sa se deter-
mine valorile lui m e i pentru care:

a) parabolele sunt tangente;

b) parabolele sunt secante.
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-

(3. Sa se studieze in functie de m e R pozilia parabolelor:
y=(m-1)x®>+4(m-1)x+10m +10; y=x*-2(m-1)x+m-3.

[14. Sa se studieze pozitia parabolelor:
a) y=x"-2x+1 y=x"+mx +3+m

b) y=x"-x y=2x
: . 1l
c) y:2x"f3x,y=mx“;2x+m—-1;

d) y:rnxgérn, y:xQ—me~12.

£15. Se considera functiile de gradul al doilea: f, g: R > K, f(x)=ax’+bx +c,

g(x)= Ax” + Bx + C.
Sa se demonstreze ca daca graficele celor doua functii sunt tangente in
varful lor, are loc egalitatea 4aA (C—-c)=bB(A -a).

' s 1, 1
(16. Se considera parabolele y = x* siy= —2—x‘ + mx — Em .

a) Sa se arate ca pentru oricare m € 2 cele doua parabole sunt tangente.
Bb) Sa se scrie ecuatia tangfentel comune celor doua parabole.

(17. Fie parabolele y =x* -2x+1 siy=-x>-2x-1.
a) Sa se determine dreptele care sunt simultan tangente ambelor

parabole.
\/§ 2 \/§ i = \/_g_ x2 -3x - _\/_§.
b) Sa se arate ca parabolele y = o X=X~ Y si y= 5 )
sunt simultan tangente parabolelor date. :
¢) Sa se arate ca exista o infinitate de parabole y = ax? + bx + ¢ care sun
simultan tangente parabolelor date. .
d) Sa se arate ca exista o infinitate de parabole y = ax? + bx + ¢ care sun

simultan tangente parabolelor date.

[18. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

o2 2

. ‘fy.:\%x ___-4X2; b))] = 5x
lyz:(ngx) 2x+2

c)“xz_x\:y : d)JX2+2X =y? .
ly;'. :(X2+X) ] 2X2—3X =y
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TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

O 1. Sa se determine functia de gradul al doilea al carei grafic contine punc-
tele A(3, 2), B(-1. 6) si C(-2,12).

Q 2. Functia de gradul al doilea f:B > f(x)=ax”+3x+b are minimul

; g . 3 -
egal cu 1 si axa de simetrie x = =3 Sa se studieze monotonia functiei f.

Q 3. Sa se rezolve inecuatiile:
a) (3x-2)° +4(2+3x)* <20(x - 3)*;
2 —
b) ;zii >
Xx°-2x-3
O 4. Sa se gaseasca o relalie independenta de m e B2 intre solutiile x,, x, ale
ecuatiei (m+6)x” -4mx +m+1=0, mel \ {-6}.

Testul nr. 2

O 1. Sa se determine valorile parametrilor a, be B pentru care ecuatiile de
gradul al doilea au aceleasi solutii:
a) (a-b)x*+(a+b-1)x +4=0; b) (a+b)x” +(2a +3b-3)x +8=0.
Q 2. Sa se determine functia de gradul al doilea stiind ca admite un maxim egal
cu m” +7m pentru x = m si graficul sau contine punctul M(1, ~1+ 9m).

2

Sa se afle apoi valorile lui m e @2 pentru care parabola y =x" 416 este

tangenta parabolei asociate functiei gasite.
Q 3. Sa se determine conditiile necesare si suficiente pentru a avea loc inega-
litatea:

P a+b+c, .
u‘+bx+c£L—L( 2

X" +x+1),Vxelb,
O 4. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
2(x+y)-3xy =1 |

. " (x* +1)(y* +1)=20xy
5(x+y)+4xy=14" ) 2

3
{3(){ + l)r (y +1)?' :64xy'
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Testul nx. 3

O 1. Sa se determine m € R pentru care parabolele:
V= mx? — 2(m+2)x=1,y= x? —-2x +m au doua puncte comune diferite.

x> -5x+6
O 2. Sa se determine Imf pentru f: R\ {1} > B, f(x)z_(T.f)i__
O 3. Sa se determine m € R pentru care:
A:{xel?l (m—2)x2~2mx+2m—3=0}c(—oo, O].

X+y+z=4

3 i imea numerelor reale sistemul .
O 4. Sa se rezolve in multimea 5 e el e F

Testul 4

0O 1. Sa se determine valorile lui m € R pentru care expresia:

v2 = .. :
B = B+ 1) X E@+S este definita pe K si pozitiva pentru oricare

o x? +x+m

x e b,

O 2. Sa se determine functia de gradul al doilea f: 2 —» R cu proprietatea ca
(fof)(x)—4f(x*)+4f(x)=1 V xek.

O 3. Se considera f: R >R, [(x)=(x -1)(x-2)(x -3)(x -4). Sa se determine
Imf.

Q 4. Sa se rezolve inecuatiile:
x-1_3x-1
a) > ;

> : b) \x273x+2\5|x+2|.
x+1 2x+1
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V. PROBLEME RECAPITULATIVE

R11. Sa se demonstreze ca pentru oricare a, b,ceR si x,y, ze(0, +x) are

DE ALGEBRA = +b_2+£~,i>(a+b+c)2

Joc inegalitatea: a
X

, cu egalitate dacd si numai daca
y z (x+y+2z)

2 5 = ~ . 2 2 2
R1. Fie a, b, cel astfel incat a+b+ce@ si a? +b? +c? e Q. a_b_c (Inegalitatea lui Cauchy-Schwartz)
X Yy Z

Sa se arate ca ab+ bc +ca e Q.

R2. Sa se demonstreze ca numerele Vn” +1, Vn? +8 sunt numere rationale ' R12. Sa se determine numerele reale a, b, ¢ cu proprietatea ca:
pentru un numar finit de valori ale lui neN. Ramane aceasta proprietate Ja+b+vb+c-1+Jc+a-2=a+b+ec.

adevarata daca ne ©?
R13. Sa se expliciteze:
a) E(x)=|x-2|+|3x|; b) E(x)=|2x-1|+2[x-1
c) E(x)=|x-1]+|x-2|+2|x|; d) E(x)=x+|x-1]+2|x]|.

R3. Sa se arate ca numerele /2 + 1, 2 V3, V2 +4/6 +J7 sunt numere
irationale.

»

R4. Sasearatecadaca a,b,ce@ si av2+by3+cy5=0 atunci a=b=c.
R14. Sa se rezolve ecuatiile:

R5. Fie A:{x+y\/5|x‘yerix2~ay2=1}. a) [x-1=5x+1 b) |x -2|+2|x|=2;
Sa se arale ca pentru orice a, f € A are loc relatia aff € A, daca si numai c) 2x+1+3[x-2|=7; d) [x +3|-3|x|=x+3;
daca a=5. _ e) 2|3x-2|+3|2x - 3|=5; f [x+1)+x|x|=3;
R6. Fie x,y, ze R astfel incat {x+y+z,x2+y2+22,x3+y3+z3}c(2. Sa se g x-3-x|=2-x h) [x -2 +|x -1 - |x + 3| = -3;
arate ca xyz e Q. i) |2x +3|-|7x + 5| +|x - 2|=2: B x+1+x|x|+]x-1=3;

k) [x+4]+|x+3|=|2x+7|.
R7. S5a se arate ca daca x, yeZ atunci numarul A :2[}(4 +yt 4 (x ~-y)4}

este patrat perfect. R15. Sa se discute in raport cu parametrul m e R ecuatiile:
b a) [x|=m-2; b) |x -1|=x+m;
R8. Sa se arate cd daca a, be @ si c::a—b, atunci va®? +b? +c? e Q. c) |x—m|:2; d) ]x—6|+]x—10|=m;
a+
e) |x-3|+2|x]=m; f) 2]x -1 +|x-2|=x+m.
R9. Sa se arate ca daca a, b,celR si ax> +bx+ce® pentru oricare x e,
atunci a=b=0 si ceq. R16. Sa se rezolve ecuatiile:
R10. Sa se demonstreze ca pentru oricare a, b, ¢ € (0, +o) au loc inegalitatile: a) ng}: 1; b) [%}: x;2;
. . 1 1 8 -
a) a’ + b® > 3ab; b) 4 Fz—mu: [2x+17] 4-x X=1
= : d =3x-1;
a b (a+hb) c)_ 5 } 3 ) x 11
a b 8 a+b_ [a?+Db? 3x+47 4x+3 x+1 x+1]
) —+—>—" d) = : = = 7 2|—|=38 +2;
b® a® (a+b) 2 2 e)_ 5 } 5 9 { } 3
2 2 2 2412 ol ' [2x + 3x+1 %% =] x? +1
of - s b L 2a+b+c: ﬂa+b+cS a“+b +e” g = :|:[ : h)[ }:{ 5 }
a+b b+c a+c 2 3 3 L 3 4 2
2 2 2 2 2 2 1
g a’+b L bee . P, 9 2x +1 4{4x+5}_5x+
a+b b+c c+a 3 6 3

150 151




M Algebri ® V. PHUBLEM_EEECAPITULATWE

R17. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
x+[y]=2.2 (x =51 =wix
,{ =22 [xelyl=51  [x=vIx],

y+[x]:2,7’ 1y+{x}:4,3’ y:—x{y}’ \xy-:[x]Jr[y]‘

R18. Sa se determine intersectiile intervalelor:

% (P+5a, @i}m(a, b):
6 6
3a+2b 3b+2a 5a+b 7a+2b
b) D 23222 Iy —#,mﬂ]:
5 5 6 9

2-%x B5-3x X 4-x
2 4 3 2 |
R19. Fie n e N. Sa se determine numerele intregi din intervalele:

a) [2—l.3+l ; b) 7*1-. 9+l} c) [E+l, n+3—-l}.
n n . n n 2 n 2 n

R20. Sa se demonstreze ca:

a) U[l-%‘n- 1}:[0, 2]

1

1 1 )
b) H[HH'QJ(;]'“" 3):

1 1
c) Q[I*H'“nJ 1};

1 1
d) ﬂ[l—;}— f:+~—lJ-(l.3).

R21. Sa se studieze valoarea de adevar a propozitiilor.
a) .Suma oricaror doua numere irationale este numar irational.”;
b) ,Oricare numar natural este suma a doua patrate perfecte.”;

¢) ,Orice numar natural n>12 se poate scrie ca suma a doua numere

prime.”;

d) ,Orice numar natural n>5 se poate scrie ca suma de termeni egali

cu 2 sau 3.9
e) ,Numarul 7 se poale scrie ca suma a trei patrate perfecte.”;

f) ,Orice numar natural n>3 se poale scric ca suma a trei numere

intregi cu modulele numere naturale consecutive.”.

R22. Sa se determine daca urmatoarele propozitii sunt tautologii:
a) perpva b) peopardq c) pvi(prq):

d) pv ('](pﬂp)): e) (pq)o(lpela)
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R23. Sa se determine multimile:

a) A= {x eN| x* + x este patrat perfect}:

b) B= {x eN I x* + 6x este patrat perfect};
c) C=|xeb||x-11|z|x|};

d)D:JneN i—tweh‘l'

| n+l J
e)E:{xeD [x+5}:2[;
4 J

f) F:{(x,y)elxll xy+3x—5y:0}.

R24. Sa se arate ca mulfimea A =11, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} are doua submultimi
cu suma elementelor egala.

R25. Fie neN si A=1{1,2, 3, ..., 4n}. Sa se arate ca exista doua submultimi
ale lii A care an aceeasi suma a elementelor.

R26. Sa se arate ca multimea numerelor naturale se poale scrie ca reuniunea
a trei submultimi ale sale care sa fie infinite si disjuncte. Generalizare.

R27. Sa se determine egalitatile:

n(4n® -1
a) lr‘3+32+...+(2n—1)2 :—(—é——),n‘zl:
b)lr2-3+2-3-4+...+n(n+1)(n+2):n(n+1)(n+2)(n+3);
‘ 4
¢ °+3% +...+(2n-1)" =n*(2n* - 1);
Q) 1P.2+25 343 4440 (ns1)- 0N +2)En+])
12
2 2 2 (¥
e) 1 N 2 - n N n(n+l):
1-3 3:5 (2n-1)(2n+1) 2(2n+1)
f) e e l = nin 2 .
1-3:5 3:5-7 (2n-1)(20+1)(2n+3) 3(2n+1)(2n+3)’
3 . .,2 o g n-| . an
g)4+z_3+1_1 3 +m+(4n 1)-3 - (4n+5)-3 _E.
1-3 2-4 3.5 n(n+2) 2(n+1)(n+2) 4

R28. Se noteaza n!=1-2-3 ... n, neMN*, Sa se demonstreze egalitatile:
a) 111142124313 +..+nln=(n+1)1-L
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R29.

9 (1+a)’(1+a2)(1+a“)...<1+a2"):1—_5———.

R30.

R31.

b) —1—+-?'—+—§—+ W - ST 1
21 3! 41 (n+1)! (n+1)1
1 1 1 1
+ Foend =]—-——, (0!=1).
RS TRSTIGY n!+(n+1)! (n+1)! )
Sa se verifice egalitatile:
a) (1—%)(1—%}... Bt | o LR
1 3 (2n-1) 1-2n
) o g gy 1+a” +a?’
b) (1-a+a*)(1-a”+a )...(l—a +a )—————~————1+a+a2 ;

gnel

1-a

Sa se demonstreze inegalitatile:
1 1 1 n-1

a) 5;+§2—+...+F<

b) —15-+—12—+...+——1-—7<l, nxl
3 5 (2n+1)" 4

37 11 4n-1 1

., N2

S4 se demonstreze folosind inductia matematica:
a) n” —n sedividecu n, VneN’;
b) 4" +15n-1:9, neM,

c) 3" +40n-27 1 64, neM.

d) 5" +2-3"1'4+1:8,nzl

e) 16°"" +48°"" +1:113,n20;

) 2°" -7n-1:49, n21;

g 7 +8"" 157, n20;

h) 3>"?-8n-9:64,n20;

i) 4" +15n+8:9, n20;

§) 1172 41277 11383, n20;

k) 2% 4 57.3%% 1 17, nz2 0

) 521 427 427 123, n20.
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o ———————

R32. Fie A ={1, 2, 3, 4, 5}.8a se determine numarul de submultimi ale lui A,
care au suma elementelor 6.

R33. Sa se determine numarul de elemente al multimii:

{\/’—]—. I8 5B cone 42 = 1}- 2k "

R34. Sa se determine cardinalul multimilor:
a) A ={(x, y)eNxN|2x+3y =83

b) A={(x y) e NxN | 2xy + 3x + By = 45].

R35. Sa se determine numarul functiilor de la multimea:
A={xel | x divide 6} la multimea B = [xeZ| x+1divide 4}.

R36. Multimile A si B sunt finite, nevide si au numar finit de elemente. Sa se
afle cate elemente au aceste multimi stiind ca exista acelasi numar de functii
dela AlaBsidelaBlaA.

R37. Sa se determine in cate moduri se poate scrie numarul 11 ca suma de
termeni egali cu 1 sau 2.

R38. Cu cifrele 2, 3, 4, 5 se formeaza numere de patru cifre distincte. Cate
dintre aceste numere sunt impare?

R39. Se considera multimea A = {x eN | |x-9|< 17}.

Sa se determine numarul elementelor lui A care nu se pot scrie ca suma
a doua numere compuse nenule.

R40. Sa se studieze marginirea si monotonia sirurilor de numere reale (a, ),

nxl:

n+x _, nx + 3 : n+(=1
a) a, = ., x el b)a,=——xek; ¢) a, = (- ) =3
2n +1 2n =1 2n +(~1)
on+(-1)" X +n n+x _
d) auz—i(—*: e) a, =—; , xely fla,=—5—> 3k
n°+1 X" +n n° +x
R41. Sa se studieze monotonia si marginirea sirurilor (a,, ):
n+ x>
a) a, =l a,;=2"" ca, xely b)a =2a,,-= a,, xel;
n+l n+l
9] B l o ‘nAl
; +(=1) 1 .
c)a,=la,, =2% a,nzl da=1a,, =0+ ——1217 e—,nz1.
Ay,
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R42. Sa se determine laturile unui triunghi dreptunghic stiind ca sunt
exprimate prin numere naturale in progresie aritmetica.

R43. Sa se afle patru numere in progresie aritmetica stiind ca au suma 44, iar

suma inverselor lor este egala cu 219

280"

R44. Sa se arate ca intr-o progresie aritmetica (a,) au loc relatiile:

a) (n-p)a, +(p-m)a, +(m-n)a, =0
b) (n~p)S, +(p~m)S, +(m-n)S, =7 (n-m)(p-n)(m-p)x

c)

n p

n-Pg P- Mg M7Ug _o.
m n p

R45. Sa se determine progresiile geometrice (a, ) in cazurile:
a) a, =3,S, =765, q=2;
b) a, =135, a, = 3645;
¢c) a; =512, a, =8192.

R46. Fie (a,) o progresie aritmetica. Sa se determine n pentru care are lo¢

relatia S,, =S, + %Sw.

R47. Sa se arate ca (a,) este progresie aritmetica daca si numai daca pentru
oricare n > 2 are loc egalitatea:

1 1 1 2 1 1 i
+ 4ot = —_— o —
ala‘n a2an»l anal al + au al az au
R48. Se dau progresiile aritmetice 1, 5, 9, 13, ... si 4, 15, 26, 37, ... . Sa se

arate ca termenii comuni ai acestor progresii formeaza o progresie aritmetica.
R49. Fie a, b, c numere naturale relativ prime. Sa se arale ca daca Ja, /b, Je
sunt termeni ai aceleiasi progresii aritmetice, atunci a, b, ¢ sunt patrate

perfecte.

RBO0. Sa se arate ca daca o progresie aritmetica de numere naturale contine
un termen patrat perfect ea contine o infinitate de termeni patrate perfecte.

R51. Sa se determine numerele x, y, z in progresie geometrica daca:
X+y+2z=63 si x* +y? +z% =2457.
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R52. Daca a, b, ¢, d sunt in progresie geometrica, sa se arate ca:
(b-cf +(c-a)’ +(a-b)* =(a-d)’.

R53. Sa se delermine a, b, ¢, d in progresie geometrica daca:
b=a+4, d=c+36 si a* +b? +c* +d* =3280.

RB4. Sa se afle numerele a, b, ¢, d, e in progresie geometrica daca:
a+b+c+d+e=484 si b+d=120.

R55. Sa se calculeze sumele:

b) S, 2,38, %, % gnde (a,) este progresie aritmetica, iar (b, )
b, b, by b &

o progresie geometrica.

n

R56. Sa se arate ca numerele x, y, ze &’ sunt in progresie geometrica daca si
numai daca:
a) XyZ(XB o yJ + Zl))___ X.’iy.'i + ySle + Z'dx‘d;

3

b) xyz(x + y+z)3 =(Xy +yz+2zx) .
R57. Sa se determine functia f: N —»® daca [(1)=1 f(n+1)-f(n)=2", n>1.

R58. Fie [:N > B, f(n):u(S"). Sa se determine:
a) f({1 2. 3});
b) f(A), unde A ={x eN| x par};
c) f(B), unde B =|x e N| x impar};
d) f'({1}):
e) ({3, 9)).

R59. Fie {:N > ¥, f(n) f(~l)”"2..
Sa se studieze daca functia f este:
a) marginita; b) monotona: ¢) periodica.
R60. Se considera f, : & — K, data de relatia f, (x) =(-1) {i} neMN. Sa se
n,

studieze daca {, este:
a) marginita;  b) periodica.
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R61. Sa se studieze marginirea si periodicitatea functiilor f: R — :

R62.

R63.

R64.

R65.

o) £ = (-0, mes

b) f(x)={x+i}, neN’;
4 n

c) f(x):{x+%}+{x+%}+...+{x+%}, neM;

& f(x) = (15 H=3);

o f(x)={§+nil

}, neN.

Fie f : R —» R. Sa se determine fofo...of daca:

n

f(x)= (—*X ; b) f(x)=3x-2;
a) (X) 1+X2 ( ) -
1
c) f(X)=x+3[x]; d) f(x): ;,XED\D
x, xe@
o £(x)= (1) 0 £(x)= ()™, neN.

Sa se calculeze fof in cazul functiei f: R > R:
a) f(x)=(-1)"{x}; b) f(x)=(-1)"x.

Sa se determine fofo...of pentru functia f:R > R:

n

x? +2x _x°+3x,
a) f(x)= 2x? +1° B) f(x) = 3x*+1°
2
c) f(x):w; d) f(x)=2xv1+x>.
18x* —-6x +13

Sa se rezolve si sa se discute ecuatiile dupa m, neR:

a) 2(m-3)x-m(x+m)=m-7x;
b) 3(m+x)-m(x+2)=(1+m)x+1;
¢) m(mx -1)=3(3x+1);

d) (x+m)’ - (x-nf’ =m+n;

e) (m2 —2m)x—m—2=0.
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R66. Sa se rezolve si sa se discute ecuatiile in functie de parametrii reale a, b, c:
a) X he ab

a-b a+b a?-p?’

b) (x +2a)(x +b)* = (x +2b)(x + a)’;

a+x b-x 2b(a+x)
a+b a-b a?-b?
ax bx cx
) + +\=1:
(a-b)(a-c) (b-c)(b-a) (c-a)(c-b)
3ab, x(2a+1) a?

l+a a(a+1y’ (a+1)®

X
e) ;(Sab +1)=

R67. Sa se reprezinte graficul functiilor : R — 5 -
a) f(x)= (m2 = 2m)x +6-3m stiind ca trece prin punctul A(1, 0);

b) f(x)=(a+b)x+3a® ~b® stiind ca trece prin punctele A(L 3), B(-1, -1).

R68. Sa se determine parametrii reali pentru care functiile f: R - sunt mo-
notone pe

8) f(){):{2x+a,xs—l;
3x+2, x>-1

b) f(X):{ax+2,xsl ;
2x+a? x>1

x-1x<1

c) f(x)=1-2ax+a+1, xe(L2).

3x+2,x22

R69. Sa se determine functiile {: R — &, f(x)=ax +b in cazurile:
a) f(f(x))2f(-x), Vx el
b) f(f(x))<f(-x),V xekR

R70. Sa se rezolve:
3—x+5—2x2_>£; b) x—1+3x—527—2x_
2 3 4 3 4 6

3x-2 3x-1 X+2  3x+5,

x-2 x+1 2x-1 Hx=1

g=a. 2x-1
x+1 2x+3

a)

c)

e,
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R71. Sa se rezolve inecuatiile:

a) |x-1<x-2 b) x-12x-2;
x-1 x-1
x+1 2x +1

c) 2|x +2|23|x-1;

d)

gl e)

>1: f) | x+1lsx+|x-1.

R72. Sa se discute in functie de valorile parametrului real m, sistemele de
ecuatii:
Xx+my=m+1 2mx +y =1 (m*-1)x+y=m
a) : 1 €) .
(m+1)x+2y=2

mx+y=m”+1 x+3y=m+1

R73. Sa se reprezinte grafic functiile f : 0 > B :
a) f(x)=mx’ -3(m+1)x +1, daca graficul contine punctul A (1, 0);

b) f(x)=(m+1)x*-3 (m2 + m)x +15, daca graficul contine punctul
A(2,-9);
c) f(x)=(a+1)x*>+2(2a+3b)x+a®-13, stiind ca graficul trece prin
punctele A(1. 0). B(2,16).

R74. Sa se reprezinte grafic functiile f: 0 >
?+3x+2,x<0
a) f(x)={" FEEESES b)f(x)={

c) f(x)=x|x-1; d) f(x)=(x-2)x+3|:
e) f(x)=x*-3|x|+2: 0 f(x)=2x"-|x-1-2;

0 10o)-|

2x+3, x<1

: , ;
x> +X+6, x>0 6-x% x>1

2
|X —4|’X32: h) f(x):|x2—4x+31.
|x-3, x>2
R75. Fie [, 'R >R f (x)=(m+1)x* +(2m+3)x+m+4, mek \ {-1
Sa se arate ca:
a) varfurile parabolelor asociate functiilor f, sunt coliniare;
b) parabolele au un punct comun.

|
f

R76. Se considera functiile f, g: R > R, f(x)=x* +ax +b, g(x)=x" + bx +a.

a) Daca a+b+1<0 sa se determine pozitia axei Ox in raport cu cele
doua parabole.
b) Sa se studieze pozitia parabolelor asociate functiilor f si g.
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R77. Sa se determine m € & pentru care functia:

: sz +mx -2, x<m i
f:RoE f(x)= este functie monotona pe .

|-x* +mx -2, x>m

R78. Sa se studieze monotonia functiei:
f:R-R f(x)= min(x2 +ax +b, ex +d) stiind ca {(-2)={(-1)=1, {(0)=2
si f(1)=4.

R79. Sa se rezolve inecuatiile:

2_ . 2 i
a) X 3% L Y
x-1 X -9
x(x*+3x-4 7
(x+1)(x-2) x+1 x42
4
e) 16x* —17x* +1<0; f) Jnd P

x* -17x% +16

Jx2~3x+2, x<3

R80. Se considera functia {: R > B, f(x)=1-x" +5, x (3, 5).

x*+2x,x25
Sa se rezolve inecuatiile:
a) f(x)<2;b) f(x-1)=5.

R81. Sa se determine Im{ pentru functiile f: D — B :

— 1 - = X . - - X)— .
a) f(x)~—x2_x+l, b) f(x)~_—x272x+2' c) ”X)i(x—l)zi

x* x* - x x> ~8x42
e M e

R82. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

1 1 1
J‘(2+xy+y2:3 ;+r_v+7:3 Jx"’wy2+x+vf:4
a) | : Wit TR g s
|x?y + y*x =2 XY _, |xy +(x+y) =5
y x

R83. Sa se rezolve in multimea K sistemele:
) X+y+z=1 [8x+y+2z=1
a, N < )
2xy -z =1 |6xy — 422 =1
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e

ELEMENTE DE GEOMETRIE
'VECTORI IN PLAN

SEGMENTE DRIENTATE
RELATIA DE ECHIPOLENTA

1. Se considera dreptunghiul ABCD (figura 1).

a) Sa se precizeze cale directii determina dreptele care
contin cate doua varfuri ale dreptunghiului.

b) Sa se precizeze semidreptele determinate de varfurile
dreptunghiului care au acelasi sens si care au sensuri opuse.

D Figura 1 C

(12. Se considera punciele A. B, C. D, E. I astfe] incat

a B " patrulaterele ABEF si BCDE sunt paralelograme {figura 2).
/ 7 a) Sa se scrie dreptele determinate de punctele
F E C  date care au aceeasi directie.
Figura 2 b) Sa se scrie semidreptele determinate de punctele
D date care au acelasi sens si care au sensuri opuse.

(3. Fie ABCDEF un hexagon regulat si punctul O centrul sau (figura 3).

a) Sa se scrie semidreplele determinate de varfurile hexagonului care au
acelasi sens respectiv cu semidreptele (EF si (BD. A B

b) Sa se scrie perechile de semidrepte delerminate de
punctele A, B, C, D, E, F, O care au acelasi sens si care au O

sensuri opuse. F C
¢} Sa se scrie semidreplele care au acelasi sens cu
semidreapta (OA.
apta (OA B D
d) Sa se scrie semidreplele care au sens conlrar sen- Figura 3

sului semidreptei (DO.

4. Se considera reteana de patrate din desenul alatu-

Blc B GeJ rat ll’igur;T ,/”' . . A .

A E [ a) Sa se precizeze is:‘:gnu'ulvlv orientate echipolente
D AT cu segmentele orientate AB, respectiv CF.
Figura 4 M b) Sa se precizeze segmentele orientale care sunt

reprezentanti ai aceluiasi vector liber.
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057‘ Se (-(n.mid‘(fl':} hexagonuil r(‘gnlul ABCDEF. punctul O cenirul sau. iar l\h/l-‘
N, P. @, R. S mijloacele laturilor (ligura 5). ‘ '

a) Sa se scrie segmentele orientate care au acelasi
sens cu veclorul OA.

b} Sa se scrie multimea segimentelor orientate echi
polente cu MN.

€) Sa se serie multimea vectorilor opusi vectornlui D

OM.

d) Daca v esle un veclor liber care are ca repre-

zentant vectorul BC. sa se scrie ceilalti reprezentanti ai E Q D
vectorului v. Figura 5

e) Sa se scrie mullimea segmentelor orientate coliniare cu segmentul
orientat OC.

06. Fie ABCD un patrat si punclele M. N, P, Q astfel incat segmentele
orientate. AM. BN. CP, D@ sunt respectiv echipolenie cu segmentele orientate
CB. DC. AD, BA.

a) Sa se arale ca segmentele orientate MN sj .(,)l" sunt echipolente.

b} Sa se¢ arate ca patrulaterul MNPQ este un patral.

#3 OPERATII CU VECTORI

2.1. SUMA SI DIFERENTA VECTORILOR

01. Fie ABC un triunghi in plan. Sa se exprime sumele:
a) AB ¢« BC: b) AB + CB: ¢) AC + BA: d) BC + AC.

02. Se considera paralelogramul ABCD si O centrul acestuia. Sa se exprime
sumele:

a) AB+BO:b) AB + BC: ¢) AD+ AO: d) OA + OB: e) OB + OD:
f) AB+OC: g) AB+OD; h) AB + CO + OD: i) AB+CD + AD.

03. se <:nnk.1d('1';'1 punctele A, B. C. D, E ca in desenul [ B
alatural (higura 6). [
5a se reprezinte in fiecare caz vectorul suma:
a) AE + ED: b) CD + CE; ¢) AB + EA; E :
d) AB DC; e) BC + EC: ) EB + AD.
C D
Figura 6
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4. Se considera punctele A, B, C, D, E, F ca in B
desenul alaturat (figura 7). A C E
Sa se exprime vectorul rezultant in cazurile:
a) AB +BC: b) DC + EF: ¢) CD + CE; D
d) BA + BC: e) DE + CE. F
5. Fie ABCD un patrulater in plan. Sa se demon-
Figura 7

sireze ca:
a) AB+DC=AC + DB:
b) AC + BD = AD + BC.
(6. Sa se arale ca daca AB+CD =0, alunci BA = CD.

7. Fie ABC un triunghi si M mijlocul segmentului [BC]. Sa se exprime

sumele:
a) AB + BM: b) AB + MC; ¢c) AB +CM;
d) AC + BM: e) AM + CM.

(08. Fie M un punct oarecare pe latura [BC] a triunghiului ABC.

a) Sa se arale ca expresia AM + BC - BM nu depinde de pozitia punctu-
lui M.

b) Ramane adevaraia afirmatia daca punctul M este un punct oarecare
din plan? ’

9. Suma a doi vectori de module diferite poate fi vectorul nul? Dar suma a
trei vectori?

(J10. Fie A, B, C, D puncte distincte in plan. Sa se arate ca:
a) AD + BC = AC + BD;
'b) AB - CB =DC - DA.
J11. Fie ABC un triunghi astfel incat {?\E’ =4, ‘Afl =4. Sa se determine mo-
dulul vectorului AB + AC in cazurile:

a) m ( B’/;C) =90°% b) m (BKC) =60 c) m(BXC) = 120",

012. Daca AB+ BC = AD - CD, patrulaterul ABCD este paralelogram?

0 13. Se considera paralelogramul ABCD si punctul O centrul sau. Sa se
precizeze perechile de vectori opusi.

&
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[0 14. Se considera paralelogramul ABCD si fie O centrul sau.
a) Sa se determine punctul M, astfel incat OM = AB + AD.
b) Sa se demonstreze egalitatile CM = CO + OM = CO + AC = AO = OC.

[ 15. Fie A si B doua puncte distincte, iar punctul O astfel incat OA + OB = 0.
Ce reprezintd punctul O pentru segmentul [AB]?

016. Se considera triunghiul ABC. Sa se determine punctele D, E, F, G astfel
incat:
a) AB + AC = AD:;
¢) CB- AB = AF;

b) AB - AC = AE:
d) AC-AB =AG.
017. Se considera patrulaterul convex ABCD si {0} = AC~BD. -
Daca OA +OC=0 si OB + 0D =0, ce fel de patrulater este ABCD?

018. Patrulaterul ABCD este paralelogram. Daca a=AB si b- AD, sa se

exprime in functie de a si b vectorii BA, CB, AC, DB, BD, CA.

019. Se considera paralelogramul MNPQ si {O} =MP~NQ, A eNP, astfel

incat AN = -AP. Sa se exprime vectorul MA cu ajutorul vectorilor MN si MO.

020. Vectorii OA, OB, OC au module egale si suma lor este vectorul nul. Ce
formeaza punctele A, B, C?

021. Vectorii OA, OB, OC, OD au acelasi modul si suma lor este vectorul
nul. Ce formeaza punctele A, B, C, D?

022. Punctele O, A, B sunt situate in planul #. Sa se afle punctul Ce.»
astfel incat OA + OB + OC = 0.

023. Se considera punctele O, A, B, C. Sa se determine punctul D astfel incat
OA + OB +OC + OD = 0.

024. Fie ABC un triunghi.
a) Sa se construiasca punctele E si F astfel incat EA =CA + BA si

AF = AB - AC.

b) Sa se arate ca punctele B, E, F sunt coliniare si ca punctul B este
mijlocul segmentului [EF].
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0 25. Fie d si d' doua drepte concurente in punctul O si A un punct oarecare
in planul (d, d'). Sa se determine punctele Bed si B ed’ astfel incat

OA - OB + OB,

[ 26. Se considera triunghiul ABC si punctele B, si C, simetricele punctelor
B si C in raport cu A. Daca AB =a, AC = b, sa se exprime: -

a) vectorii B|A, AC,, BC, B,C;;

b) sumele AB, + AB; C,A + CA; BC +B,C,; C,B+ CB,.

(327. Daca AC + BD + CF + DA + EB =0, pot fi distincte punctele A, B, C, D, E, F?

(0 28. Se considera triunghiul ABC.
a) Sa se construiasca punctul D astfel incat AD = AB + AC.
b) Punctele B, si C, sunt mijloacele segmentelor [AC] si [AB]. Sa se constru-

iasca punctul E astfel incat AE = AB, + AC,.

0 29. Punctele A si B sunt distincte, iar punctul M este mijlocul segmentului
[AB] Sa se demonstreze ca pentru oricare punct O exista egalitatea OA+OB=
=20M.

(J 30. Se considera paralelogramul ABCD. Sa se demonstireze ca oricare ar fi
punctul M exista egalitatea MA + MC = MB + MD.

A
(31. Se considera triunghiul ABC si punctele A,, B,. C, mijloacele laturilor
[BC. [CA], [AB]. Sa se demonstreze ca pentru oricare punct O are loc relatia
OA + OB +0C = OA, + OB, + OC,.

(3 32. Se considera punciele A, B, C, D coliniare si M un punct oarecare in
plan. Sa se demonstreze ca daca MA + MB = MC + MD, atunci segmentele [AB]

si [CD] au acelasi mijloc.

033. In triunghiul ABC punctele D, E, F sunt mijloacele segmentelor [BCl.
[AC], [AB]. Sa se calculeze:

a) AE +CD + BF: b) AD + BE + CF.

0 34. Se considera punctele A, B, C si 1. J mijloacele segmentelor [AB] s

[AC]. Sa se demonstreze ca BC = 21J.
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© 185. Se considera paralelogramul ABCD, punctele E si IF mijloacele laturilor

[AB] si [CD] si {1} = BD~ CE, {J}=[BD][AF].

Sa se demonstreze ca Bl =1J = JD.

[136. Daca punctele M si N sunt mijloacele segmentelor [AB] si [CD], sa se
demonstreze ca:

a) AC + BD = 2MN;

b) AD + BC = 2MN.

[137. Patrulaterul ABCD este paralelogram. Sa se exprime vectorul OD in
functie de vectorii OA, OB, OC, unde O este un punct oarecare in planul
paralelogramului.

(0 38. Se considera paralelogramul ABCD si M un punct oarecare in interiorul
sau. O dreapta d, paralela cu AD, intersecteaza dreptele AB si CD in punctele
E, respectiv F. Dreapta d, paralela cu AB intersecteaza dreptele AD si BC in G,

respectiv H. Sa se arate ca EG - FG = BC.
0 39. Simetricele unui punct M din planul patrulaterului ABCD fata de mij-
loacele laturilor [AB], [BC], [CD]. [DA] se noteaza cu P, Q, R, S.

a) Sa se arate ca PR = AD + BC.

b) Sa se arate ca PQRS este paralelogram.

40. Vectorii OA si OB au acelasi modul, punctele A, O si B nefiind coliniare.

| Sa se arate ca daca OA + OB = OC, semidreapta [OC este bisectoarea unghiu-

ui AOB.

041. Se considera paralelogramul ABCD. Sa se demonstreze ca exista un
singur punct O in interiorul paralelogramului astfel incat OA + OB + OC + 0D =

1= 0.

042. Se considera vectorii a, b, ¢ ca in figura alaturata

(figiira 8). Rezultaca a+b+c=07?

043. Fie O centrul paralelogramului ABCD. Sa se arate ca: e}
a) OA + OB+ 0OC + OD = 0; al 17
b) pentru oricare punct M exisla egalitatea: €
MA + MB + MC + MD = 4MO. Figura 8
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(7 44. Sa se arate ca:

a) ‘Aff < KB‘ + ’Bd pentru oricare puncte A, B, C;
b) [a 4 Bl < ‘;i r 'B‘ pentru oricare vectori a, b.
(J45. Cum sunl vectorii a si b daca a+b=c si |al+ ’Bl = ’E‘, ?

(0 46. Se considera patrulaterul ABCD. Dreptele care unesc mijloacele laturilor
opuse ale patrulaterului se intersecteaza in punctul M. Sa se demonstreze cj

pentru oricare punct O exista egalitalea OA + OB + OC + OD = 40M.

0 47. In dreptunghiul ABCD se noteaza cu M, N, P, Q mijloacele segmentelor
[AB]. [BC]. [CD]. [DA]. Se prelungesc segmentele [MN] si [QP] cu seg-
mentele [NS]=[MN] si [QL]=[QP]. Sa se demonstreze ca punctele S, L si
punctul de intersectie a diagonalelor sunt coliniare.

(1 48. Coardele [AB] si [CD] ale cercului 7(0, R) se intersecteaza in punctul

P si sunt perpendiculare. Sa se arate ca PA + PB + PC + PD = 2PO.

(3 49. Vectorii OA. OB, OC de modul 1 sunt in acelasi semiplan delimitat de o

dreapta care trece prin punctul O. Sa se arate ca |OA + OB + OC| = 1.

(350. Se considera segmentele [AB]. [CD], [EF]| neparalele, astfel incat AB+

+CD + EF = 0. Sa se arate ca exista un triunghi care are laturile congruente,
respectiv paralele cu cele trei segmente date.

168

# Geometrie © . VECTORI IN PLAN

o1

0 2.

0 3.

Q2.

Q 3.

TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

Sa se precizeze valoarea de adevar a propozitiilor:

a) .Daca AB=CD, atunci AC =BD.":

b) .Daca CA =CB, atunci A = B.":

¢) .Daca punctul C este egal departal de punctele A si B, atunci
CA = TB

d) ,Daca AB =DC, atunci punctele A, B, C, D sunt coliniare.”.

Se considera patrulaterul ABCD si fie a = AB, b =DC. Sa se exprime in
functie de a si b, relatiile:

a) AD +CB; b) AD - CA; c) AC + BD.

Fie ABC un triunghi. Sa se determine punctele D si E astfe] incat:
a) AD = AC - AB: b) AE = AB - AC.

Cum sunt asezate punctele A, D si E?

Testul 2

Se considera hexagonul regulat ABCDEF. Sa se exprime in functlie de
a=AB si b=BC vectorii AC. AD. AE. CD, DE, EF, FA.

Se considera triunghiul ABC.

a) Sa se construiasca punctul D pentru care AB + AC + AD = 0.

b) Sa se construiasca punctul E astfel incat AE = AB + AD.

c¢) Sa se demonstreze ca punctele C si E sunt simetrice in raport cu
punctul A.

Se considera vectorii a = AB, b=BC, ¢ = CD astfel incal AB =14, BC =4.
CD=6, AB 1 BC si BC L CD. Sa se alle modulul vectorului atb+c in
cazurile:

a) AB si DC au acelasi sens;

b) AB si DC au sensuri opuse.
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22 IWMU[ TIREA CU SCALARI A VECTORILOR

(51. Se considera punctele O, A, B, P. N. Q astfel P
incat OA = AP, BQ=30B si N mijlocul segmentului
[PQ] (figura 9).

Figura 9
N

Daca OA =a si OB=b, sa se scrie folosind vectorii

Q
A’ a B (052. Se considera punctele A, B, C, D ca in figura
= alaturata.
b a) Ce patrulater este ABCD? i
D = 28 b) Sa se exprime in functie de a si b vectorij
2a AC DB AD CA . 8BS
Plgura 10 AC, DB, AD, CA + BD.
0 53. Se considera punctele A, B, C, M. N, P astfel A

1 Figura 11

o 7
incat BC:§BM, CN:EAC si BP:%AB (figura 11).

Sa se exprime in functie de vectorii a, b, ¢ vectorii B
AB, CB, AC, AM. BN, CP. N

054. Fie ABCDEF un hexagon regulat si a - AB, b= AF. Sa se exprime in
functie de a si b vectorii AD, AC, AE.

(55. Se considera hexagonul regulat ABCDEF si O centrul sau. Sa se
exprime in functie de a =FA, b=FB’ vectorii AB, FO, FC. BC. A0, FD.

T 17171 T 1] OB86. Se considera punctele A, B, C ca
C A B in figura alaturata (figura 12).
- 5a se stabileasca valoarea de
Figura 12

adevar a propozitiilor:
a) ,5AB + 3AC =0";
b) .Daca MB + MC =0, atunci AM - éBC.":

¢) .Punctul M care verifica relatia AM = 1995AC + 2000AB apartine lui
[BC].".

(0 57. Se considera vectorul a — AB. Sa se determine vectorul v in cazurile:
- (- - 3
b) v==—g; c) v=——a.
3 92

9.
a) v=—g;
3
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| 058. Daca AB =u, AC = v, sa se scrie cal mai simplu:

a) i+ (1 v) b) — (1 V) + 2 1+ V)

¢) 2u - 3BC; d) 26+({)+ﬂ)7%('\}7(i):
e) 5(2u+v)-3(5u-3v); f) 2u + 3CA - 2BA + BC.

(059. Punctele A si B sunt distincte. Sa se afle AM si MB, in [unctie de a = AB,

daca:

a) Mc[AB si NTA:%B—A;

b) Me[AB si 2AM = 5AB;

¢) M este astfel incat 3BA = AM:

d) M este simetricul lui B in raport cu A.
(160. Fie vectorii a si b.

- . . . dp o
Sa se construiasca in doua moduri vectorul v = E(a +b).

61. Folosind propﬁeté,ti]e inmultirii cu scalari, sa se verifice egalitatile:
a) a(a —B) zaqa-ab, Vael, Va be:
b) (a-Pla=ca-Pa. Vo peb, Vacy:
c) u(§+1—)+é):(x§+uf)+u& Voael, Va b cer.
062. Se considera paralelogramul ABCD cu centrul O. Sa se determine x €

stiind ca:
a) AB=x-CD: b) AC=x-0A: ¢) OC = x -CA.

B C

(3 63. Fie ABCD un patrulater convex si punctele M, P

- astfel incat BP=2PM si CD =2MD (figura 13). Sa se
exprime in functie de a=AB. b=AC, c=AD vectorii

p DC. DM, AM, BM, BP, AP.

¢
Figura 13

064. Se considera triunghiul ABC. Sa se determine punctele 1, J, K, L, M
astfel incat:

R i = — - 9.
a) ‘Al = —2BC; b) AJ = —;- BC: ¢) BK = 3 AC:
d) BL = 2CA; e) CM = -3AB f) NC =2AB.
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(165. Se considera punctele A si B. S4 se construiasca punctul M in cazurile:
a) MA = 2AB; b) MB + 3AB =0.

1 66. Se considera vectorii a, b ca in figura 14 si punctul

A B |
M, astfel incat OM = 3a - 2b. Punctul M apartine dreptei d? >_
410
(367. Sa se stabileasca valoarea de adevar pentru afirma- /B
tiile:
a) Doi vectori coliniari si de acelasi modul sunt egali Figura 14

sau opusi.
b) Daca ABC este un triunghi si punctul M astfel incat vectorii AM si
AB + AC sunt coliniari, atunci M este pe mediana din A a triunghiului ABC.

(168. Fie ABC un triunghi si punctele 1, J, K astfel incat aﬁ:bATB,

aAJ = bAC, aCK = bCB. Pentru ce valori a, be &’ triunghiurile ABC si IJK au
laturile paralele.

(369. Se considera triunghiul ABC si punctele P, Q, R astfel incat Pe(AB), Qe
s 2 1 '
€(AC), Re BC si AP:§AB, AQ :EAC, BR :%BC, punctele R si C fiind de o

parte si de alta a punctului B. Sa se exprime vectorii PQ si PR in functie de

vectorii AB si AC. Sa se precizeze pozitia punctelor P, @, R.

(370. Fie ABC un triunghi si punctele P si Q astfel incat P e (AB), ﬁ’:%B—A,

iar Q este simetricul mijlocului segmentului [AC|] in raport cu C. Sa se

exprime vectorul PQ in functie de vectorii AB si AC.

(3 71. Stabiliti valoarea de adevar a afirmatiilor:

a) Daca AB-AC=CB-CD, atunci patrulaterul ABCD este paralelo-
gram.

b) Daca triunghiul ABC este isoscel cu AB = AC, atunci AB = AC.
¢) Daca AC = 3AB, atunci CA =-3BA.

SRR |
d) Daca BC = E(AC + BD). atunci patrulaterul ABCD este paralelogram.

0 72. Se considera paralelogramul ABCD. Sa se construiasca punctele M, N,
P, Q astfel incat:

a) CM =2CB + CD:
¢) 2PA - PB = DA:

b) NA + NB = 2BC;
d) QA +QB-QD =0.
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[173. Se considera punctele A, B, C. Sa se construiasca punctul M, in cazurile:
a) BM - AB = AC: b) 2AB = MC + BC:
¢) 2MC - MB = AB; d) MA + MB = AC.
f74. Pe latura [AD] a paralelogranm]uf ABCD se considera punctul K, astfel
S R
incat AK = éAD iar pe diagonala [ACJ punctul L. astfel incat AL = (—‘A(‘..
o] )

a) Sa se arate ca vectorii KL si LB sunt coliniari.

b) Sa se determine raportul ?;

-

(75. Se considera triunghiul ABC si x el> \ {-1!. Punctele M si N sunt astiel
g Ay

BC.
1+x

a) Sa se construiasca punctele M si N pentru x =2 si x = %

b) Sa se arate ca punctele A, M, N sunt coliniare.

0 76. Fie ABC un triunghi si punctele M e (AB), N e (AC), astfel incat 2AM =
-BM si 2AN =CN. Sa se exprime in functie de AB, BC. AC veclorii BM, CN,
MN. BN. CM.
(0 77. Se considera paralelogramul ABCD. Sa se construiasca punctele M, N,
P, Q din planul paralelogramului, in cazurile:

a) CM = 2CB + 3CD; b) NA +2NB = 3BC:

c) 2PA - PB = 3DA; d) QA +3QB = 5QD.
0 78. Se considera triunghiul ABC. Sa se construiasca punctele D si E. astfel
incat:

a) DC - 2AC - %m; b) AE + 3EB - CB.

078. Sa se demonstreze ca punctele A, B, C sunt coliniare daca si numai
daca exista numerele reale a, b, ¢. nu toate nule, astfel incat a+b+c¢=0 si

aOA + bOB + cOC = 0, unde O este un punct oarecare.
0 80. Se considera segmentul [AB] si m. nel. m+nel’.
a) Sa se arate ca exista un singur punct G, astfel incat mGA + nGB = 0.
b) Sa se scrie vectorii AG si GB in functie de AB.
c) Sa se arate ca pentru oricare M exista relatia:
mMA + nNB = (m + n)MG.
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(81. Sa se arate ca linia mijlocie a unui triunghi este paralela cu a treig

latura si egala cu jumatate din aceasta.

[0 82. Sa se arate ca intr-un trapez dreapla care uneste mijloacele laturilor

neparalele este paralela cu bazele.

(83. Sa se demonstreze ca mijloacele laturilor unui patrulater convex sunt

varfurile unui paralelogram.

(184. Pe laturile [AB] si [AC]
soos o AD AR ¢

E, astlel incat — = —— =

AB AC 4
cu EE, =3BE si DD, = 3CD. Sa se arate ca punctele D

ale unui triunghi ABC se considera purnictele D si

|

- Se prelungesc segmentele [BE| si [CD]. respectiy

i+ A. E; sunt coliniare.

085. Se prelungesc laturile [AB] si [AC] ale paralelogramului ABCD ey
segmentele [BM]=[AD]| si [DE]=[AB]. Sa se arate ca punctele M. C,
coliniare.

E sunt

(086. Se considera paralelogramele ABCD si ABC D, s punetele M. N, P, Q
mijloacele segmentelor [AA,], [BB,]. [CC,], [DD, |. Sa se arate ca punctele M,

N, P, @Q sunt varfurile unui paralelogram (eveniual degenerat).

387. Se considera patrulaterul convex ABCD sj dreapta MN care uneste
mijloacele laturilor opuse [AB] si [CD]. Sa se arate ca daca segmentul | MN]

are lunginiea egala cu semisuma lungimilor laturilor [BC] si

! !,’\I}{ atunci

patrulaterul ABCD este trapez.

(388. Se considera triunghiul ABC si punctele D e [AB]. E ¢ [AC]
AD EC
DB EA’
puncte coliniare.

astfel incat

Sa se arate ca mijloacele segmentelor [AB]. JAC] si [DE| sunt

(389. Sa se arate ca daca liniile mijlocii ale unui patrulater convex tree prin
punctul de intersectic al diagonalelor, atunci palrulaterul este paralelogram.

(3 90. Se considera lrapezul ABCD si 0! = AC

10| BD. Paralela prin O la baza

[AB] intersecteaza laturile neparalele [AD] si [BC| in punclele E si F. Sa se

arale ca O este mijlocul segmentului [EF].

(9 91. Fie ABCD un paralelogram si O un punct interior acestuia. Prin O se
duc paralelele GF || AB si EH||AD. Ge(AD), F . (BC), Ee(AB), He(CD).

Sa se aratle ca daca AE + ﬁ& =1, alunci GH || EF.
AB AD
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——— - TESTE DE VERIFICARE
Testul nr. 1

O 1. Se considera patrulaterul ABCD si punctele M e (BC), Ne(CD). astfel

mcat BN = : BC si DM =2NC. Sa se exprime vectorii AM si AN in
2
functie de vectorii AB. BC si AD.

0O 2. Fie A si B puncte i plan. Sa se arale ca exista un singur punct G in
plan, in situatiile: o
a) GA+GB=0: b) GA + 2GB = 0.

O 3. Se considera punciele A si B in plan, o -
a) Sa se delermine pozitia punctelor M. N  AB. astfel incat MB = -4MA,
NB = 4NA. -
b) Daca O este un punct oarecare in plan. sa se verifice daca 50M=40A +
+OB si 30N = 40A  OB.

Testul nr. 2

0 1. Fie OABC un patrulater. Sa se conslruiasca punctul M pentru care
OM = 30A — ;) OB - 20C.

0 2. Fiind date punctele A si B sa se arale ¢a exista un singur punct G cu
proprietatea ca 2AG + 5GB = AB.

Q 3. Se considera paralelogramul ABCD si punclele M e(AB). Ne(DM)
astlel incat AM = MB si MD = 3MN. Sa se demonstreze ca punctele A, N,
C sunt coliniare.

Testul nr. 3

O 1. Fiind date punctele A, B. C. D. sa se afle suma AB + CD + DA.

Q2. Punctele A, B, € sunt distincle si AB+3CB=0. Sa se determine
m, n e astfel incat pentru oricare punct M din plan sa aiba loc egalita-
tea MB = mMA + nMC.

Q 3. Fie ABCD un paralelogram si M ¢ (AC) astfel incat AM + 3CM = 0. Sa se

determine raportul in care DM imparte segmentul [H(,‘] si sepmentul I/\B].
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DESCOMPUNEREA UNUI VECTOR DUPA
DOI VECTORI NECOLINIARI

(J 1. Se considera triunghiul ABC si punctul M mijlocul laturii [BC]. Sa se

descompimé vectorul AM dupa directiile vectorilor AB si AC.

(J 2. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P mijloacele laturilor
[BC]. [AC], respectiv [AB]. Sa se descompuna vectorul AM dupa directiile

vectorilor BN si CP.

00 3. Se considera triunghiul ABC si punctul D € [BC]|. Sa se precizeze pozitia
punctului D astfel incat componentele vectorului AD dupa directiile vectorilor
AB si AC sa fie egale.

0 4. Se considera patratul ABCD si punctele M si N mijloacele laturilor [BC]

si [CD]. Sa se descompuna vectorul AB dupa directiile vectorilor AM si AN.

(1 5. Fie rombul ABCD si a=AC, b=AD. Sa se descompuna dupa directiile
vectorilor a si b vectorii AB, BC, CD si DA.

00 6. Latura [BC| a triunghiului ABC este impartita de punctul D in raportul
BD m

ole . Sa se descompuna vectorul AD dupa directiile vectorilor AB si AC.
n

(3 7. In trapezul isoscel ABCD se cunoaste baza mare AB=a, una dintre
laturile egale AD =b si unghiul dintre ele m(A) = g Sa se descompuna dupa
vectorii a si b vectorii BC, CD, DA, AC, DB.

0J 8. Se considera paralelogramul ABCD, a=AB, b=AD. Sa se exprime in
functie de a si b vectorii MA, MB, MC, MD, unde {M} = AC n BD.

03 9. Se considera hexagonul regulat ABCDEF. Sa se descompuna vectorii AC,
AD, AE, BC. BD. BE, BF, CD, CF, DE, DF dupa vectori a=AB si
b = AF.

0 10. Se considera hexagonul regulat ABCDEF. Sa se descompuna vectorii

AB, AD, AF, BC, BD, BE, BF, CD. CE, CF, DE, DF dupa vectorii AC si
AE.
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@ REPER CARTEZIAN
4.1. COORDONATELE UNUI VECTOR

0 1. Se considera punctele A(2, 4), B(6, 2), C(-4. 4) si E(0, 8).
a) Sa se determine coordonatele vectorilor AB, AC, AE.

b) Sa se determine coordonatele vectorilor AB + AC, AC + BE, AB + CE.

01 2. Se considera triunghiul ABC cu varfurile A (4, 4), B(2, 6) si C(-4, 6).
a) Sa se determine coordonatele vectorilor AB, BC, AC.

b) Sa se determine punctul M astfel incat vectorul AM + BM + CM sa
aiba coordonatele (8, 8).

0 3. Se considera punctele A(2, 2), B(-3, -1) si C(3, -2).
a) Notand cu I mijlocul segmentului [AB], sa se determine componentele
vectorului OI in fuhctie de versorii 1 si j.
b) Punctele M, N € AB sunt astfel incat MB = -4MA si NB =4NA. Sa se
arate ca 50M = 40A + OB si 30N = 40A - OB.
¢) Punctul G e CI este astfel incat GC = ~2GL
Sa se arate ca 30G = OC + 201 = OA + OB + OC.

J 4. Sa se calculeze modulele vectorilor AB, BC, CA, daca:
a) A(0, -2), B(-2, -1), C(2. 2);
b) A(2, 3), B(4, 1). C(-1, 2);
c) A(2, 3), B(-4, 0), C(0, 3);
d) A(-1, 2), B(3, 6), C(7,10).

0 5. Sase reprezinte in reperul cartezian (O, i, ]) vectorii a, b in situatiile:
a) a( -2, 3) -1, 6);
b) a(5, -10), ( -2, 4);
c) a(1-v3, 1), b(3-V3, -V3);
) a(ﬁ,l J3), b(1+3, -+2);
(=

1, 3), E(% -4, 5)

w1
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(3 6. In reperul cartezian (0.1, j) se dau punctele A(0. 3), B(L -3), C(2. 4),

D(0, 5). Sa se delermine coordonatele vectorilor AB. AC, AD, BC, BD. CD.
3 7. Doi vectori a si b se seriu in functie de versorii i si j astfel:
a=i-(i+j)+2j b= 21 +8{-1+2j)-1+5].

Sa se scrie coordonatele vectorilor a, b, a+b, a-b.

1 8. Se considera vectorii a(2. - 3), b(5, 7). ¢(2,0). Sa se determine
coordonatele vectorilor:

a) a+b; b) a-b;

d) 5a-3b+7c e) 2a-3b-4c

c) a+b-¢

0} 9. Se considera triunghiul ABC astfel incat Al =3i+4j si AC=5i-4] Sa
se determine coordonatele vectorului BC.

(1 10. Se considera vectorii a =1+ j si b= i+ 2] Sase exprime in functie de
vectorii a si b vectorii:

b) v=3i-4j

d) v(-3.-5).

a) \7=5§—3;

c) v(-2, 4);

(1 11. Fie reperul cartezian (O, i, j).
Sa se scrie sub forma v - xi+y] vectorii:
a) v(3, 0); b) v(0.-2):
) v(-5.1); d) v(-3. 2J3);

e)T/(Z.»Z\/i); ) v(- L 1)

(J 12. Fie reperul cartezian (0, i, j). Construiti punctele A, B, C. D, E. F astfel

o S o ) . o . o - G
incat OA=2j+3] OB=4] OC=-8i+j OD=-4i-3} DOE=-gl

OF =2i -3}
(3 13. in reperul cartezian (O. i, j] se considera purictele A(3, 5). B(2. -4,

C(=1.3) D(-4, —3) si E{0. -6). Sa se determine coordonatele vectorilor AB, DB,

AE. CD, EB si sa se exprime acesti vectori cu ajutorul versorilor i si j
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1 14. Se considera reperul cartezian (O. i, ]) si punctele A(3, 1), B(2, 0)
C(-1.4). DY J3. V’TQ). Sa se exprime in functie de versorii i, j vectorii: OA,

GB. OC. OD, AB. BC, AC. BD, AC+BD, AB+CD.

[115. In reperul cartezian (O. i ]) se considera punctele A(2, 3), B(-3. 2),
C(4. - 1). Sa se determine:

a) coordonatele vectorilor BC. CA. AB:

b) coordonatele vectorului 0OS = OA + OB + OC:

¢) coordonatele punctelor A, B, ' mijloacele segmentelor {AB]. [BC].

[cal.

) 16. In reperul cartezian (O. i, ]) se considera punctele A(2, 3), B(=3, 1),
C(2. - 1). Sa se determine:

a) coordonatele punctului D asifel meat patrulaterul ABCD este para-
lelogram:

b) coordonatele centrelor paralelogramelor care au tred dintre varfuri
punctele A, B, C.
117. Se considera punctul A{4, 1) si vectorul v(2. —3). Sa se determine

coordonatele punetului B pentru care AB = v.

f118. in repernl cartezian (O. i, ]) se considera punclele B(-2. 5). A(2, - 1),
C{-2. - 2). Sa se determine:

a) coordonatele punctului D pentru care CD = 3AB;

b) coordonatele punctului £ pentru care BE f;) AC.

0 19. Se considera reperul cartezian {O. i, ]) si punctele A(-11,0), B(L 3).

C(3.25), D(5. 3). Vectorii AL si CD sunt liniar dependenti?

0 20. Fie reperul cartezian ((')‘ i. _]) si punctele A(2. 3), B(=3. 1), Cc(4, -1).
Sa se alle:

a) coordonatele punctului I & Ox astlel incat vectorii AB si CD sa lie
coliniari;

b) coordonatele punctului E lwntri\ care veclorii BE si AC sunt

coliniari. iar mijlocul segmentului [BE] este pe axa Oy.
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(0 21. Se dau punctele A(-1, 2), B(3, 1) si C(-2, - 2). Punctele I si J verifica
relatiile 3IA + 5FB =0 si 3JA - 5JB = 0. Sa se arate ca:

a) 80I = 30A + 50B;

b) -20J = 30A - 50B;

¢) Sa se determine coordonatele vectorilor Ol si OJ.

(J 22. In reperul cartezian (O. 1. ]) se considera punctele A(2, 3), B(-3, 1),
C(4. -1).

a) Sa se determine punctul F cu coordonatele egale, astfel incat
vectorii BF si CA sa fie coliniari.

b) Sa se determine punctul G pentru care vectorii CG si AB sunt
coliniari, iar mijlocul segmentului [CG| are coordonatele egale.

(3 23. Se considera triunghiul ABC si vectorii a = AB, b = CA. Sa se determine
coordonatele vectorilor AM si BM in reperul ( 0, a. B]. daca:

a) BM =5AB + AC;

b) MC = 2AB - 3AC.
 24. Patrulaterul convex ABCD este paralelogram, iar punctul O centrul
sau. Sa se determine coordonatele vectorilor AB, CA, BC, DO, OP, AQ. CS, SR
in reperul (0. a=0A, b= @) unde P, Q, R, S sunt mijleacele laturilor
[AB]. [BC]. [CD]. [DA].

3 25. In reperul cartezian ((). i, _]) se considera punctele A(l, 3) si B(4. 0).
Sa se determine coordonatele punctului C pentru care patrulaterul OBCA este
paralelogram.

0 26. Se considera vectorul OM = xOA + yOB, cu A si B puncte date. Sa se
determine locul geometric al punctului M daca:

a) x=2 yel;

b) xell, y =-1;

c) y=2x+1 xel.

0 27. Se considera triunghiul ABC in reperul cartezian ortogonal (O. i, j) si
punctele M. N, P mijloacele laturilor [AB], [BC]. [CA]. Sa se determine
coordonatele vectorilor AB, BC, AC stiind ca OM=i, ON =-2i+ Zj' si
OP = -i +6]j.
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0 28. In reperul cartezian (O. i, j) se considera punctele A (3, 1), B(3, 5),
c(-1 3).

a) Sa se determine coordonatele vectorului OM stiind ca M este egal
departat de punctele A, B, C. o

b) Sa se determine coordonatele vectorului PQ. stiind ca P e Ox, Qe Oy
si PA =PB, @B =QC.

(J 29. Fie ABCDEF un hexagon regulat si O centrul sau. 5a se arate ca:
AB + AC + AD + AE + AF = 6A0.

4.2. DISTANTA DINTRE DOUA PUNCTE

(1 30. Sa se arate ca:
3

9 .
a) triunghiul cu varfurile A(% 4), B[a l), C(E 2) este isoscel;
b) triunghiul cu varfurile A(10, 4), B(12, -30), C(0, O) este dreptun-
ghic;

J3 5
¢) triunghiul cu varfurile A(-1, ~2), B(-1, -3), C£—1_7' % esle

echilateral.

) 31. Sa se determine distanta dintre punctele:
a) A(2.3), B(5, 7);
b) A(-3, 4), B(2,17);
c) A(a+b,a-b), B(a—-b, a+b)
d) A(m+1 4-m), B(m+4, —-m).

(0 32. Sa se arate ca triunghiul cu varfurile:
a) A0, —2), B(6, 6), C(-8, 4) esle isoscel;
b) A(1, 8), B(3. 2), C(9, 4) este isoscel:
c) A(-10, —4), B(-12, 30), C(0, 0) este dreptunghic;

d) A(0, -2), B(0, —4), C(fx/i. - 3) este echilateral.
0 33. Sa se determine perimetrul triunghiului ABC daca:

a) A(5.7), B(1,10), C(-3. - 8):
b) A(2, 3), B(5. 7). C(-2. - 4).
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1 34. Sa se arale ca triunghiurile ABC si MNP sunl congruente in cazurile:

a) A(7.1). B(7, 4). c(3.1), M[ -2 18] N2, 5), P(2, 0);
\"5 5

b) A(10,4), B(10, 7). C(6.4). M| >, %‘
9

' 1UN(3. 6). P(3.1).

o] w

(1 35. Se considera punctele A(4, 3) si B(3,5). 5a se determine punctul C
de pe axele de coordonate pentru care {riunghiul ABC este dreptunghic.

(136. Sa se determine punctul egal departat de axele de coordonate si de
punctul A (4, 10).

(3 37. Un triunghi echilateral ABC are varfurile A(3,2),B(1.2). Sa se
determine coordonatele varfului C.

1 38. Se dau punctele A(2.3), B(-3,4). Sa se determine punctele de pe

axele de coordonate egal departate de punctele A si B.

01 39. Doua varfuri ale unui paralelogram sunt A (2. 3) si B(3. 7)., iar cen-
trul paralelogramului este punctul M(5, 6). Sa se afle coordonatele pentru

celelalte doua varfuri.

(1 40. Fie punctele A(2, 3) siB(-2, 7). S5a se determine punctele C si D
astfel incat punctele A, B, C si D sa fie varfurile unui patrat.
(3 41. Sa se arate ca patrulaterul ABCD. unde:

a) A(1,1), B(2,3),C(0.4). D(-L 2) esle dreptunghi;

b) A(0, 0), B(1, 1), C(0. 2), D(-L 1) esle patrat.

03 42. Triunghiul OAB este dreptunghic in A si OA =3, AB=4. 5a se
determine coordonatele punctului A, stiind ca B e Ox.

(7 43. Sa se determine lungimile medianelor triunghiului ABC daca:
a) A(2,5), B(-1,1), C(-10,0):

b) A(-3.7). B(1.9),C(4, -4).

1 44. Se considera punctul D mijlocul laturii [BC] a triunghiului ABC. Sa se
arate ca AB® + AC* = 2AD” +2BD".

T
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(0 45. Punctul C este mijlocul segmentului [AB]. Sa se determine coordona-
tele puncitulii B daca:

a) A(O, 1). C(~L 2); b) A{-1, 3). C{L. ~1);

c) A0, 0), C(-2.2):

d) Ala. b), Clc. d).

0 46. Un patrulater convex ABCD are varfurile A (3. -2), B(-3, 4), C(1, 8),
D(7. 4). iar punctele M, N, P, Q sunt mijloacele laturilor [AB]. [BC]. [CD] si
[DA]. Sa se determine:

a) coordonatele punctelor M, N, P. Q:
b) perimetrul patrulaterului MNPQ.

047. Se considera punclele A(-5.8). B(-2.a). C(b, 1). Sa se determine

a, b el pentru care B este mijlocul segmentului [A(T]

f148. Se considera triunghiul cu varfurile A(m. 0), B(-m, 0), C(0, 3m). Sa

se demonsireze ca dona dinire mediarnele trinnghiului sunt perpendiculare.

(149. Un patral are varfurile A(4.3). B(2 a). C(b, 1). Sa se determine
coordonatele celui de-al patrulea varl al patratului.

056. Punctele A(-3, -4) si B(4, - 5) sunt varfurile alaturate ale unui
romb cu diagonalele paralele cu axele de coordonate. Sa se determine

coordonatele varfurilor necunoscule ale rombului.

051. Se considera triunghiul eu varfurite A(m+1 1), B(1-m, 1), C(1, 3m+1).

Sa se arale ca doua mediane ale triunghiului sunt perpendiculare.

052. Sa se ordoneze crescator masurile unghiurilor triunghiului ABC cu
varfurile A {4, 3), B(5. 7). C(0. 3).
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Testul 1

Q 1. Se considera paralelogramul MNPQ si punctele {O}=MP NQ, A NP,

astfel incat AN+ AP =0. Sa se exprime vectorul MA cu ajutorul vecto-
rilor MN si MQ.

Q 2. Se considerz punctele A(-3,10), B(0, a+2), C(b+2, 3).
a) Sa se determine a, b e R pentru care B este mijlocul segmentului [AC],

b) Sa se determine a, be I stiind ca AB + 4BC + 3AC = 0.

O 3. Se considera triunghiul ABC. Sa se construiasca punctele D, E cu

proprietatile DC + 3AC = %@i si AE +4EB = 3CB.

Testul nr. 2
Q 1. Sa se determine tripletele de puncte coliniare:
a) A(5, 2), B(0, -8), C(3, -2);
b) A(4.-2), B(1, 2), C(-2, 6);
c) A(a, 2a), B(a+2, 2a+4), C(2, 4).

Q 2. Se considera patrulaterul convex ABCD si punctele M, N mijloacele
laturilor [AB] si [CD]. Daca A(0. -2), B(4, 2), C(6, -2), D(-1,-3), sase
arate ca AD” + BC? + AC? + BD? = AB® + CD” + 4MN?.

Q 3. Un triunghi echilateral ABC are varfurile A(1, 0), B(-1, 0). Sa se deter-

mine coordonatele vectorilor AB, BC, CA in reperul cartezian (O, i, j)
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PARALELISM

0 VECTORUL DE POZITIE AL UNUI PUNCT N PLAN

01. In reperul cartezian (O, L ]) se considera punctele A(2, 4), B(6, 2),

(-1 -3).
a) Sa se scrie vectorii de pozitie pentru punctele A, B, C.
b) Sa se scrie vectorii de pozitie ai mijloacelor segmentelor [AB], [BC],

[cA].

02. Se considera triunghiul ABC cu varfurile A(4,4),B(6,4), C(86) in
reperul (O, i, j).

a) Sa se determine coordonatele vectorilor de pozitie ai mijloacelor segmen-
telor [AB], [BC], [CA].

b) Sa se determine coordonatele vectorului de pozitie al punctului M
stiind ca punctele A, B, C, M sunt varfurile unui paralelogram.

03. Fie ABCD un paralelogram. Sa se arate ca pentru oricare punct O din
plan are loc egalitatea OA + OC = OB + OD.

04. Fie ABCD un paralelogram si punctele M, N, P, Q mgloa(e]e laturilor

[AB]. [BC]. [CD], [DA]. Sa se demonstreze ca 1, +1, = 1, + Ly

05. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P mijloacele laturilor
[AB]. [BC]. [AC]. Sa se arate ca T, + T, +Ip =TIy + Iy + Iy.

06. Se considera M, N, P, Q mijloacele laturilor [AB], [BC], [CD]. [DA] ale
patrulaterului ABCD. Sa se arate ca pentru oricare punct O din plan are loc
egalitatea (Y§+OT3+(TC+O—[):OTA+6TV+(Y)+6§.

07. Se considera un triunghi ABC, punctele M, N, P mijloacele laturilor
[AB]. [BC]. [AC] si D, E, F mijloacele segmentelor [MN], [NP], [PQ]. Sa se
arate ca pentru oricare punct O are loc relatia: OA + OB+ OC = OM + ON + OP =
=0D + OE + OF.
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L I
{18. Fie ABC un triunghi si punctele M, N, P astfel incat AB =3AM, BN = §BC

.si 9CP + AP = 0. Sa se arate ca pentru oricare punct O din plan are loc relatia

OA + OB + OC = OM + ON + OP.

£19. Se noteaza cu O, si O, mijloacele diagonalelor [AC], [BD] ale patrulate-
rului convex ABCD. Ly
AD-BC
.
b) Sa se arate ca daca AD +CB =30,0,, atunci ABCD este paralelogram,

. a) Sa se arate ca 0,0, =

(110. Se considera patratul ABCD si M mijlocul laturii [BC|. Sa se deter-
mine:

a) raportul in care AM imparte diagonala [BD];

b) raportul in care AM imparte segmentul [CD].
0J11. Fie ABC un triunghi si punctele Me[AC] siNeBC, astfel. incat

AM = MC si BC = CN. Sa se determine:
a) raportul in care dreapta BM imparte segmentul [AN];

b) raportul in care MN imparte segmentul [AB].

(J12. Fie ABCD un dreptunghi, punctele M si N mijloacele laturilor [BC] si
[CD], iar {P}=AB~DM, {Q}=PNnAD. Sa se determine valoarea rapoartelor
FB g 20
PA T QA’

113. Punctele M, N sunt mijloacele laturilor [AB] si [BC]| ale dreptunghiului
[ABCD]. Sa se afle raportul in care:

a) dreapta DN imparte segmentul [AC];

b) dreapta DN imparte segmentul [CM];

¢) dreapta CM imparte segmentul [DN];

d) dreapta AC imparte segmentul [DN];

e) dreapta AN imparte segmentul [CM].
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. 014. In triunghiul ABC se considera D e (BC) astfel incat BD =2DC, punc-

-~ tul E mijlocul segmentului [AB] si punctul F mijlocul medianei din C. Sa se

5 " . AF
arate ca punctele A, F, D sunt coliniare si sa se calculeze raportul —,

015. Se considera paralelogramul ABCD si M e AB astfel incat A e (MB) si
MA

2 :
—— =_—. Dreapta MD intersecteaza BC in N. Sa se delermine E
MB 3 : N

016. Se considera patratul ABCD si punctul M mijlocul laturii [CD]. In exte-
riorul patratului ABCD se construieste patratul DMNP. Sa se determine:
a) raportul in care dreapta BN imparte segmentul [CD], respectiv [AD]:

b) raportul in care BP imparte segmentul [CD].

ED 1
EC 4
Daca F e(BC). astlel incat BF = DE, sa se afle raportul in care dreapta EF
imparte segmentele [AD], [AC] si [BD].

017. Fie ABCD un patrat, punctul E ¢ DC astfel incat De(EC) si

018. Se considera punctele A, B, C, O in plan. Sa se determine punctul D cu
proprietatea ca OA + OB + OC + 0D = 0,

019. In patrulaterul ABCD se considera punctele E ¢ (BC), Fe(AD), Ge(AB),

He(DC), astfel incat oo = AF _, & AG_DH _
EC FD GB HC
Se noteaza |M| = EF » GH. Sa se arate ca = =a si L. B.
. Ml ME

020. Se considera paralelogramele ABCD si AB,C,D, sipunctele M e (AA,),

Ma :E:E:@:k’ kel \ {1}
M\l NBI p(:I QDI

Sa se demonstreze ca daca MNPQ esle patrulater, el este un paralelogram.

Ne(BB,), Pe(CC,), Qe(DD,), astlel incat

021. Fie ABC un triunghi si a=BA, b~ BC. Pe dreptele AB, AC si BC se

tonsidera punctele M, N, P astfel incat Ll = —l. - % pe = g
MB 3 NA 3 PB 9

a) Sa se exprime BN in functie de a si b.

b) Sa se exprime BN in functie de BM si BP,

¢) Sa se arate ca punctele M, N, P sunt coliniare.
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[122. Se considera punctele M si N pe laturile triunghiului ABC, astfel incat

Me(AB)., Ne(AC) si 2M _CN

= 2. Daca O este mijlocul segmentului [MN],
MB NA

sa se determine:
a) raportul in care AO imparte segmentul [BC]:
b) raportul in care CO imparte segmentul [AB]:

¢) raportul in care BO imparte segmentul [AC].

(3 23. Pe laturile (AB) si (AC) ale triunghiului ABC se considera punctele
De(AB). E, Fe(AC) astfel incat AD _AE O 2 §~ Daca M este mijlocul
AB AC AC 4

laturii [AB] sa se afle raportul in care se impart segmentele [ME] si [DF].

(J24.Fie ABCD un patrulater oarecare, E mijlocul segmentului (AB) si
M e (BC), N € (AD), astfel incat I;—l\él i .

a) Sa se exprime EM si EN in functie de o si EA, EC, ED.

b) Sa se arate ca mijloacele segmentelor (AB), (MN) si (CD) sunt

coliniare.

[125.Se considera ABCDEF un hexagon regulat si punctele M e(AC),
CN :

e

a) Sa se exprime vectorii BM si BE in functie de o si AB, BC.

b) Sa se determine a stiind ca punctele B, M, N sunt coliniare.

N e (CE) astfel incat A =
AC

[126.Se considera triunghiul ABC si punctele M€ (AB), Ne AC, astfel incat

MB = 3AM. Stiind ca existd o el astfel incat BC + aMN =0, sa se calculeze
NC NA

Si —
AN AC’

(327.Fie ABC un triunghi si punctele Me(AB) si Ne(AC) astfel incat
MN || BC. Sa se determine numerele naturale m, n stiind ca:

a) AM =2, BM =n, AN =n®, CN = 4;

b) AM=n, BM =14, AN=4, CN=n+1

c) AM=2 BM=n, AN=m, CN =4.
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(¥28. Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele M e (AB), Ne(AC),
pe(BC), astfel incat MN || BC si PN || AB. Sa se determine modulul vectorului

BP stiind ca

'/‘\M\:a AN=neN, BM=n+1, PC=n? si ‘EﬁleN

(29. Pe laturile triunghiului echilateral ABC se considera punctele M e (AB),
Ne(AC) astlel incat AM=m, AN=6, BM=3, CN=n. Stiind ¢a m. n e N si

caexista p € b, astfel incat BC + pMN =0, sa se determine m, n si p.

030.Pe latura (BC) a triunghiului ABC se considera punctul M, iar pe

dreptele AC, respectiv AB, punctele N si P. Stiind ca MN || AB si MP|| AC, sa
se demonstreze ca:
NC PB _ PA NA

AC  AB )EE

031. Se considera triunghiul ABC si punctul M din plan astfel incat
AB + AC + 2MA = 0. Printr-un punct D« (BC) se duce paralela la dreapta AM
care intersecteaza dreptele AB si AC in punctele E si F. Sa se demonstreze ca
AE AF
AB AC’

032. Printr-un punct P de pe latura (BC) a triunghiului ABC se duce paralela
la mediana AD care intersecteaza dreptele AB si AC in M, respectiv N. Sa se
demonstreze ca MP + NP + 2DA = 0.

033. Fie ABC un triunghi, D e (BC) si M € (AD). Paralelele prin M la AB si AC
MD NP

intersecteaza latura [BC] in N si P. Sa se demonstreze ca ——
) ) AD BC

034.In patrulaterul ABCD o dreapta d contine punctul O de intersectie a
diagonalelor AC si BD si intersecteaza laturile (AB) si (CD) in punctlele M si
ND _OA OD '

MB NC OC OB’

035.Fie M un punct in interiorul triunghiului ABC si D! =AM BC,

{E} = BM " AC, {F}=CMn AB. Sa se demonstreze ca M—Q Mg of MY

AD BE CF
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[136.Pe laturile patrulaterului convex ABCD se iau punctele E e (AB),

AE = CF _CG AH- Sa se demonstreze

Fe(BC). Ge(CD), He(AD) astfel incat = e

ca patrulaterul EFGIT este paralelogram.

[137.Se considera patrulaterul convex ABCD. Paralela prin A lfi dreapta BC
intersecteaza diagonala BD 1n punctul F, jar paralela prin l%i!Fx AD
intersecteaza diagonala AC in E. Sa se demonstreze ca vectorii EF si CD sunt
vectori coliniari.

(138.Se considera triunghiul ABC si punctele M, Qe(BC). P.Se(AB),
N. R € (AC) astfel incat grupele de vectori MN, AB. RQ. respectiv PN. BC, SR
si FTQ, AC sunt formate din vectori coliniari. Sa se demonstreze ca vectorii

MS si AC sunt vectori coliniari.

(139.Pe laturile paralelogramului ABCD se considera punctele I« (BC),
Qe(AD), Me(AB). Ne(CD). Daca (O]=MNHPQrAC, iar perechile de
vectori MN, BC si FC) DC :%unl Jormate din vectori coliniari, sa se arate ca

veclorii K/l@ si PN sunt veetori coliniari.

140.Fie ABCD un trapez cu baza AB si punctele Pc(AD), Qe(BC) astfel
incat vectorii TQ si CP sunt vectori coliniari. Sa se demonstreze ca veclorii

BP si DQ sunt coliniari.

(J41.Fie A un punct fix in plan si vectorul v nenul. Sa se deﬁl»ermmAc locul
geometric al punclelor M pentru care exista m e b astlel incat AM =mv,

42.Se considera f(riunghiul ABC. Sa se determine locul geometric al
punctelor M din plan in cazurile:

a) MA + MB = MC:;
b) MA + MB -~ MC = AB:
c) 1M)§+MB—1WC = AB + BC + CA.

(J43.Fie ABCD un patrat cu latura AB =1 si punctele M« (AB), N & (BC)

astfel incat A - 7. L 2 si (P! =CM mDN.
MB BN
a) Sa se arate ca 13AP = 12AB + 5AD.

b) Sa se calculeze

AP).
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044. Fie ABCD un patrulater convex, E mijlocul laturim-
Ne(AD) cu proprietatea ca E\/j = Ab‘ =k,
BC  AD
[MN]. iar QC + QD =0, sa se arate ca:
a) EM =(1-k)AE + kEC, EN = (1 - k)EA + kED:
b) punctele P, Q, E sunt coliniare.

BC),

Daca P este mijlocul segmentului

) CENTRE DE GREUTATE

(1. Se considera triunghiul ABC si punclele E e (AC), M e (BC), astfel incat
EA + EC =0. Daca IN| = AM 1 BE, sa se arate ca punctul N este centrul de gre-

utate al triunghiului ABC daca si numai daca AN + 2MN = 0.

02. Fie triunghiul ABC si punctele Ne AB, M < (BC), Oec AM, astfel incat

NA+NB=0 si AO+2MO=0. Sa se arale ca daca vectorii CO si NO sunt
coliniari, atunci punctul M este mijlocul segmentulbui [BC] si O centrul de
greutate al triunghiului ABC.

03. Se considerd triunghiul ABC, punctul G centrul de greutate al triun-
ghiului si G' simetricul lui G fata de punctul M, mijlocul segmentului [BC].
a) Sa se arate ca G'G =GB + G'C.

b) Sa se determine «, B, y e i pentru care aG'A + BG'B + YyG'C = 0.

04. Se considera paralelogramul ABCD, O centrul sau si punctele M si N
astfel incat BM+CM =0 si CN+ DN = 0. Sa se arate ca punctul O este centrul
de greutate al triunghiului AMN.,

05. Fie ABC un triunghi. M e (BC) si punctele G,. G, centrele de greutate
ale triunghiurilor ABM si ACM.

a) Sa se arate ca vectorii BC si (7?.‘(';._1' sunt coliniari.

b) Sa se determine o < K astfel incat BC 4 (‘C;l(fiz‘ = 0.

¢) Daca G este centrul de greulale al triunghiului ABC, sa se arate ca
vectorii G,G si G,G sunt vectori coliniari.

06. Fie patrulaterul convex ABCD si G,. G, centrele de greutate ale triun-
ghiurilor ABD si ABC. Sa se arate ca veclorii G,G, si CD sunt coliniari si sa

e determine « € I ¢u proprietatea ca CD = ¢ -G,G,.
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(37. Se considera paralelogramul ABCD si punctele M, N, P, Q centrele de ‘
greutate ale triunghiurilor ABC, BCD, CDA si DAB. Sa se demonstreze cj

patrulaterul MNPQ este paralelogram.

(18. Se considera patrulaterul convex ABCD si Gy, G, centrele de greutate ale
triunghiurilor ADC si BCD. Sa se demonstreze ca 2G,G, = AG, -BG,.

(J9. Fie O un punct interior patrulaterului ABCD si G,, G,. G;. G, centrele
de greutate ale triunghiurilor OAB, OBC, OCD si ODA. Sa se demonstreze cj
patrulaterul G,G,G;G, este paralelogram.

110. Se considera tﬁunghiul ABC si G centrul sau de greutate. Se noteaza
cu E simetricul punctului G fata de mijlocul segmentului [BC]. Paralela prin E
la BC intersecteaza dreapta AC in M, paralela prin E la AC intersecteaza AB in
N, iar paralela prin E la AB intersecteaza BC in P. Sa se arate ca vectorii MP i
NP sunt vectori coliniari.

(J11. Paralelele prin varfurile triunghiului ABC la laturile opuse se inter-

secteaza doua cate doua in punctele M, N, P. Sa se arate ca triunghiurile ABC
si MNP au acelasi centru de greutate.

(112. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P mijloacele laturilor
acestuia. Sa se arate ca triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de greu-
tate.

J13. Fie M, N, P, Q. R, S mijloacele laturilor consecutive ale unui hexagon
convex. Sa se arate ca triunghiurile MPR si NQS au acelasi centru de greutate.
(J14. Fie ABC si MNP doua triunghiuri si G,, G, centrele de greutate ale
acestora. Sa se arate ca AM + BN + CP = 3G,G,.

(115. Se considera triunghiul ABC si G centrul sau de greutate. Sa se arate
ca pentru oricare punct M are loc egalitatea MA + MB + MC = 3MG.

[116. Sa se arate ca triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de greutate |

daca si numai daca AM + BN + CP =0.

£117. Fie ABC un triunghi si punctele M € (AB), N € (AC). Sa se demonstreze

ca dreapta MN contine centrul de greutate al triunghiului ABC daca si numal
. MB NC
daca —+—=1.
NA

0J18. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc in exterior triunghiurile

echilaterale ABD, BCE si ACF. Sa se arate ca triunghiurile ABC si DEF au

acelasi centru de greutate.
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19. Pe laturile patrulaterului con
ve i i i i
phiurile echilatersls AENT. BON, CD)I; é\iBglligse construiesc in exterior tri-

ABCD si MNPQ au acelasi centru de greutate, e

020. Triunghiurile ABC si A,B,C, au acelasi centru de greutate. Sa se de-

monstreze ca segmentele [AA, ], [BB, ]. [CCI] pot fi laturile unui triunghi.

021. Se considera patrulaterul convex ABCD si punctele G. G. G .

centrele de greutate ale triunghiurilor BCD, ABD, ACD si ;\BC2 ‘ S3 .

. demonstreze ca OA +OB +0C + OD = OG, +0OG, + 0G, +0G,. . Sa se
: b

punct O din plan. pentru oricare

022. Se considera rombul ABCD si punctele M € (AB), Ne (BC) si Pe(CD)

Sa se arate ca centrul de greutate al triunghiului z i i
dacd si numai daca AM + DP = BN. : i MNP apartine dreptel AC

023. Se considera triunghiul ABC, punctele A’, B/, ¢’ mijloacele laturilor
[B’(ﬂ [AC], [AB] si M, N, P, Q puncte din plan cu proprietatea ca
4AM = 3AB, 5AN =3AC, 5BP =2BC, BQ =2BA.

a) Sa se demonstreze ca AA'+ BB + CC' = 0.

b) Sa se arate ca dreptele MN si PQ contin centrul de

unghiului ABC. greutate al tri-

024. Fie ABC un triunghi in reperul (O.i j) si A(a,.a,). B(b,. b,)
, b, by),

C(cl, ¢, ). Daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC sa se arate ca:

oG = & +b, +¢ a2 + b, +¢e, 3

4

025. Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele M e (AB). Ne(BC)
Pe(AC) si se noteaza (xzél\ﬁ. B:%. Y:Q
- AB BC CA’
a) Sa se arate ca centrul de greutate al triunghiului MNP aparti
medianei din A daca si numai daca o +y = 2. ’ e

b) Sa se arate ca triunghiurile ABC si i
: si MNP au acelasi ¢ @ =
tate daca si numai daca o =p=y. R LA g
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TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

. Fie M mijlocul laturii [BC] a patratului ABCD. Sa se demonstreze ca

centrele de greutate ale triunghiurilor ABM, ADM si CDM sunt varfurile
unui (riunghi dreptunghic.

. Se considera dreptunghiul ABCD si punctele M, N mijloacele segmentelor

[AB] si [BC]. Se noteaza {Ej=DMnCB si {Fj=DNnAB. 5a se arate
ca punctul B este centrul de greutate al triunghiului DEF.

. Se considera paralelogramele ABCD si DCEF si G,, G, centrele de

greutate ale acestora. Sa se demonstreze ca vectorii BE si GG, verifica

relatia ‘ﬁf :2‘@;‘.

Testul nr. 2

. Fie ABCD un patrulater convex, punctele M, N. P, @ mijloacele segmen-

telor [AB].[BC].[CD)],[DA]. iar G centrul de greutate al triunghiului ACD.
Sa se arate ca dreptele MP, NQ si BG sunt concurente.

. Fie ABCD un patrulater convex si G,. G,, Gs G, centrele de greulate ale

triunghiurilor ABC, BCD, CDA si DAB. Sa se demonstreze ca dreptele
G,D, G,A, G,B si G,C sunt concurente.

. Fie O un punct in planul triunghiului ABC si punctele M, N, P

simetricele sale in raport cu mijloacele laturilor [AB],[BCL[CA]. Sa se
determine pozilia punctului O pentru care triunghiurile ABC si MNP au
acelasi centru de greutate.
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1. Se considera triunghiul ABC si [AI) bisectoarea interioara a unghiului

H Geometrie ¢ 1. COLINIARITATE. CONCURENTA. PARALELISM

A. Daca AB=c. BC=a si AC=h. sa se calculeze lungimile segmentelor
[BD] si [CD].

02. Se considera triunghiul ABC si punctul D« (BC). Paralela prin C la AD
intersecteaza pe AB in punctul F. Sa se demonslreze ca [AD este bisectoarea

unghiului BAC daca si numai daca m(AEf‘F) = 11‘1(3}»\.\[)).

(3. Fie ABC un triunghi si D e (BC) astfel incat bBD +¢CD = 0. Sa se arale

ca [AD este bisectoarea unghiului BAC.

(4. Se considera {riunghiul ABC si [AD bisectoarea unghiului A. Sa se
demonstreze ca au loc relatiile:

a) bAB+ ¢AC = (b +¢)AD:

b) bMB + ¢cMC ~ (b+ (“;JVTD, pentru oricare punct M din plan.

(5. Sa se demonstreze ca veclorul de pozitie al punctului 1. centrul cercului
L Wl s O . |  _ ar. +br, +er.
mscris in triunghiul ABC, este dat de relatia 1, = l—lﬂf—blll'ftl.
A+ D+EC

6. Fie | intersectia bisectoarelor interioare ale triunghiului ABC. Sa se
demonstreze ca alA + bIB + ¢IC = 0.
07. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si | centrul cercului inscris.
Sa se arate ca are loc relatia:

a) aGA + bGB + ¢GC = (a + b+ ¢)Gl:

b) IA +1B +1C = 3IG.
08. Punctul D apartine laturii BC a triunghiului ABC astfel incat bBD +

+¢DC = 0. Sa se arale ca [AD este bisectoarea exterioara a unghiului BAC.
09. Pe latura (BC) a triunghiului ABC se considera punctele M. N, P cu

. . = o MB
proprietatea ca BAM = MAN = NAP = PAC. Sa se demonsireze egalitatea Tl
PN NC _

PC NB
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£310. Fie ABCD un patrat, M (CD), N e(AB) astfel incat vectorii MN si AD |

sunt coliniari. Bisectoarele interioare ale unghiurilor ANM si BNM intersec.

teaza laturile [AD] si [BC] in punctele P si Q, iar pe AM si BM in S si T. Sa se

arate ca:
AS BT
a) —+ =
SM TM
b) dreapta PQ trece prin centrul patratului;
c) dreapta ST contine centrul de greutate al triunghiului AMB.

1

J11. In planul triunghiului ABC se considera punctele M, N, D astfel incat
De(BC), BM=AB, CN=AC, iar patrulaterul BMCN este trapez cu diagonala

BC si bazele BM si CN. Sa se arate ca [AD este bisectoarea unghiului A daca
si numai daca punctele M, D, N sunt coliniare.

(12. In triunghiul ABC dreptunghic in A, bisectoarea unghiului ABC
intersecteaza inaltimea AD in F si mediana AM in E.
Sa se demonstreze ca AE - AF =2EM - DF.

0J13. Bisectoarele unghiurilor A si D ale paralelogramului ABCD

intersecteaza diagonalele BD si AC in punctele M si N. Sa se arate ca vectorii.

MN si BC sunt coliniari.

(J14. Fie O intersectia diagonalelor [AC] si [BD] ale paralelogramului ABCD.

Pe semidreapta opusa semidreptei [BD se considera punctul E astfel incat

BAC = BAE. Daca {G} =BCn AE si {F} =ABNCE, sa se arate ca:

015. In triunghiul ABC, mediana BM intersecteaza bisectoarea [CN in

punctul P. Sa se arate ca e 1+ £
NP BC

016. In triunghiul ABC inaltimea si mediana din A impart unghiul A in trei
parti congruente. Sa se determine masura unghiurilor triunghiului ABC.

017. In triunghiul ABC se considera punctele D € (AB), E € (AC), M e (BC),

N e (DE) astfel incat o, :E. Sa se demonstreze ca dreapta MN este
MC NE CE

paralela cu bisectoarea unghiului BAC.
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018. Se considera triunghiul ABC si punctele M e (AB), N e (AC) astfel

incat BM=CN. Sa se arate ca dreapta care uneste mijloacele segmentelor
[MN] si [BC] este paralela cu bisectoarea interioara a unghiului BAC.

(019. Se considera triunghiul ABC si D, Qe BC astfel incat AD 1L BC si

@B=QC. Daca O, H reprezinta centrul cercului circumsecris si ortocentrul triun-
ghiului, sa se arate ca:

a) AH =20Q;

b) OH = OA + OB + OC. (Relatia lui Sylvester)
(J20. Paralelele duse prin varfurile A, B, C ale triunghiului ABC la dreptele
BC, AC, AB se intersecteaza in punctele A,, B, C,. Daca H, este ortocentrul
triunghiului A,B,C,, sa se arate ca HA + HB + HC = HH,.

021. Sa se demonstreze ca intr-un triunghi centrul cercului circumsecris,
centrul de greutate si ortocentrul sunt puncte coliniare.

022. Sa se arate ca in oricare triunghi ABC, cu notatiile uzuale, au loc
egalitatile:

a) HA + HB + HC = 3HG; b) HA + HB + HC = 2HO.
023. Fie ABC un triunghi si O’ mijlocul segmentului [OH]. Sa se arate ca
are loc egalitatea OA + OB + OC = 200'. (Relatia lui Euler)
024. Se considera triunghiul ABC si H ortocentrul sau. Sa se demonstreze ca

mijloacele segmentelor [AH]. [BH]. [CH], mijloacele laturilor [AB], [BC], [CA]
si picioarele inaltimilor sunt 9 puncte situate pe acelasi cerc. (Cercul lui Euler)

025. Din varful B al paralelogramului ABCD, cu m(l’é) >90° se duc perpen-
dicularele BM, BN pe AD si CD. M e (AD), Ne(CD). Daca H este ortocentrul
triunghiului BMN, sa se arate ca MHND este un paralelogram.

026. Se considera triunghiul ABC ascutitunghic si AD, BE, CF inaltimi,
De(BC), Ee(AC), F e(AB).

a) Sa se arate ca AD este bisectoarea unghiului EDF.
b) Sa se arate ca ortocentrul triunghiului ABC este centrul cercului
inscris in triunghiul DEF.

027. Sa se demonstreze ca simetricele ortocentrului unui triunghi in raport
cu laturile triunghiului sunt pe cercul circumseris triunghiului.
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328. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Pe inaltimile din A, B, C se cop. {
sidera vectorii HD, HE, HF de sensuri opuse vectorilor HA, HB, HC si cu mo.

dulele BC, AC, respectiv AB. Sa se arate ca HD + HE + HF = 0.

(d29. Fie triunghiul ABC si O, G, H centrul cercului circumscris, centrul de
greutate, respectiv ortocentrul triunghiului. Pe semidreptele (OA, (OB, (OC se

OD OE OF
idera punctele D, E, F astfel incat — =—=—-=k, k> 2, iar pe segmen-
consicera P OA OB OC BE Sepmen
DM EN
tele [DB]. [EC], [AF] se iau punctele M, N, P cu propnetatea o “sat

_FP

=k -2. Sa se arate ca centrul de greutate al triunghiului MNP este

mijlocul segmentului [HG].

(J30. Fie I un punct interior triunghiului ABC. Sa se arate ca:
a) punctul I este centrul cercului inscris daca si numai dacy

alA + bIB + cIC = 0;
b) daca I este centrul cercului inscris atunci triunghiul ABC este

echilateral daca si numai daca IA +IB +IC = 0.

(I31.Fie [AD, [BE

arate ca AD + BE + CF =0 daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral.

. [CF bisectoarele interioare ale triunghiului ABC. Sa se

[J32.Fie ABCD un paralelogram astfel incat AB =4, BC =2, BD =3. Daca G
este centrul de greutate al triunghiului ABD, punctul I este centrul cercului
inscris in triunghiul BCD si M «(BC) astfel incat BM = 2MC, sa se arate ca:

a) 9PI = 4PB + 3PC + 2PD pentru oricare punct P;

b) punctele G, I, M sunt coliniare.
(33.Se da triunghiul ABC si punctele M, O din plan, M in interiorul
triunghiului. Daca a=S,,.. b=Sy... €=Syuy si |{Nj=AMNBC sa se

arate ca:

a) DN _C. b) (a+b+c)OM =aOA + bOB + cOC.
CN b

034. Se da patrulaterul ABCD in care BC = AD. Bisectoarele unghiurilor A si

B intersecteaza diagonalele BD si AC in punctele M si N. Sa se arate ca
MB NA

MD NC’
0135.Fie [AD bisectoarea interioara a unghiului BAC in triunghiul ABC. Sa
se arate ca AD* = AB- AC -BD-CD.
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01

0 2.

0 3.

0 2.

0 3.

TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

Fie ABC un triunghi si M e (BC). Bisectoarele interioare ale unghiurilor
AMB si AMC intersecteaza AB in P, respectiv AC in Q. Sa se arate ca
vectorii PQ si BC sunt coliniari daca si numai daca BM + CM = 0.

In triunghiul ABC mediana AM si inaltimea AD impart unghiul BAC in

trei parti congruente. Sa se calculeze masurile unghiurilor triunghiului
ABC.

Fie De(BC) astfel incat (AD este bisectoare interioara in triunghiul
ABC. Cercurile de centre B, respectiv C, de raze BD si CD, intersecteaza
pe AB in punctele N e (AB) si P, respectiv pe AC in punctele M e (AC) si

Q. Sa se arate ca vectorii MN si PQ sunt coliniari,

Testul nr. 2

. In dreptunghiul ABCD bisectoarea unghiului BAD intersecteaza BD in E

si BC in F. Paralela prin E la AB intersecteaza pe AC in G. Sa se arate ca
G este ortocentrul triunghiului EFB.

Fie paralelogramul ABCD si E intersectia bisectoarelor unghiurilor ABC

si BAD. Sa se demonstreze ca vectorii CE si DE sunt coliniari daca si
numai daca AB = 2BC.

Se considera triunghiul ABC dreptunghic in A. Inaltimea AD se intersec-
teaza cu bisectoarea [CE a unghiului ACB in punctul G. Daca F € BC

astfel incat EF L BC sa se arate ca:
a) triunghiul AEG este isoscel:

b) segmentele orientate EF si AG sunt echipolente.
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Testul nr. 3

Q 1. Se considera triunghiul ABC si [BD bisectoarea interioara a unghiuluj

ABC. Se noteaza cu E si F mijloacele laturilor [AC] si [AB] si cu G
proiectia lui A pe BD. Sa se arate ca:
a) vectorii GF si BC sunt vectori coliniari:
b) vectorii GE si GF sunt vectori coliniari.
O 2. Sa se demonstreze ca simetricele ortocentrului unui triunghi in raport cu

mijloacele laturilor triunghiului se afla pe cercul circumscris triun-
ghiului.

Q 3. Sa se arate ca proiectiile unui varf al triunghiului ABC pe bisectoarele
interioare si exterioare din celelalte doua varfuri sunt patru puncte coli-
niare.

Testul nr. 4

O 1. Fie A', B', C' picioarele bisectoarelor interioare ale unghiurilor A B, C
ale triunghiului ABC. Sa se arate ca daca perechile de vectori (A'B'. FB)

si (B’C'. ﬁl) sunt formate din vectori coliniari, triunghiul ABC este
echilateral.

Q 2. Se considera triunghiul ABC cu baza BC si punctele Me AB, D eBC
astfel incat AM + MB =0 si MD L AB. Bisectoarea unghiului ABC inter-

secteaza AD in punctul E, iar bisectoarea unghiului CAD intersecteaza
BC in F. Sa se demonstreze ca vectorii EF si AC sunt vectori coliniari

daca si numai daca AB = AC.
O 3. In triunghiul isoscel ABC, cu baza BC se duce inaltimea AD, D e [BC].

Bisectoarele interioare ale unghiurilor ABC si DAC intersecteaza AD in
P, respectiv pe DC in Q. Sa se arate ca vectorii PQ si AC sunt coliniari
daca si numai daca triunghiul ABC este dreptunghic.
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@ TEOREMA LUI MENELAU

(1. Se considera triunghiul ABC neisoscel si punctele DeBC, EeAC si
F e BC astfel incat [AD, [BE, [CF sunt bisectoarele exterioare ale unghiurilor

Z\, B, respectiv é Sa se arate ca punctele D, E, F sunt coliniare.

02. Fie D mijlocul laturii [BC] a triunghiului ABC si Me AD astfel incat
AM = MD. Sa se determine raportul in care BM imparte segmentul [AC].

(3. Se considera triunghiul isoscel ABC, dreptunghic in A. Sa se determine:

a) raportul in care bisectoarea interioara a unghiului A imparte
mediana din varful B.

b) raportul in care mediana din B imparte bisectoarea interioara din
varful C.

04. Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele M e(AB), N € (AC)

astfel incat BM +2AM = AN + 2CN = 0. Sa se afle raportul in care dreapta MN
imparte segmentul [BC].

05. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu catetele AB=3, AC=4 si [AD
bisectoarea interioara a unghiului A. Bisectoarea unghiului ADC intersec-
teaza cateta [AC] in punctul E. Sa se determine raportul in care BE imparte:

a) mediana din A;
b) segmentul [AD].

6. Se considera trapezul ABCD si M mijlocul bazei mari [AB]. Fie PeBC
diferit de mijlocul segmentului [BC]. Se noteaza {Q}=MP n AC, {X}=AB~QD,
{Y}=AB N DP. Sa se arate ca MX = MY.

07. Fie ABCD un patrulater convex si {M}=AB~CD, {N|=ADnBC. Sa se
MA MC NA NC

demonstreze Cé‘are loc relatia — - —=——-——.
MB MD NB ND

08. In triunghiul ABC se considera punctele D e(AB), E e(AC) astfel incat
BD _EA
DA EC
din varful A.

=3. Sa se determine raportul in care dreapta DE imparte mediana
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J9. Fie ABC un triunghi, punctul D simetricul centrului de greutate fata de
mijlocul segmentului [AB] si E simetricul punctului C in raport cu B. Sa se

arate ca punctele A, D, E sunt coliniare.

(310.1In triunghiul ABC se considera punctele D e(AB), E € (AC) astfel incat

% = —E—E Sa se arate ca mijloacele segmentelor [AB], [DE] si [AC] sunt co-
liniare.
(J11.Fie ABCD un patrulater convex si punctele Me(AB), N&(BC), P e(CD),

Qe (AD). Sa se arate ca daca drepte!e MN, PQ, AC sunt concurente, atunci
dreptele NP, MQ. BD sunt concurente sau paralele.

(J12.Fie D un punct oarcc..ce

unghiului  ADC intersecteaza AC in E.
intersecteaza AB in F. Daca {P}=

pe latura [BC] a triunghiului ABC. Bisectoarea

iar bisectoarea unghiului ADB
BE N CF, sa se arate ca punctele A, D, P
sunt coliniare.

(J13.Bisectoarea unghiului A in paralelogramul ABCD intersecteaza
diagonala [BD] in @ si latura [BC] in T. Fie P un punct oarecare pe segmentul
(QT). Dreptele BP si DP intersecteaza (CD) si (BC) in M, respectiv N. Sa se
arate ca BN = DM.

(314.Laturile AB si CD ale unui patrulater convex ABCD se intersecteaza in E,
iar laturile AD si BC se intersecteaza in F. Sa se arate ca mijloacele

segmentelor [AC], [BD], [EF] sunt coliniare. (Dreapta Newton-Gauss)

(015.Se considera triunghiul ABC si punctul M interior acestuia. Se noteaza

|{E} =ACnBM, {F}|=ABnCM, {D}=BCnAM. Sa se demonstreze ca are loc
EA FA MA

relatia — + —

(Relatia lui Van Aubel)
EC FB MD

0 16.Fie A, B, C puncte pe o dreapta d si A’, B, C' pe dreapta d’, astfel incat
AB'AAB={M}, AC'nAC={N}, BC'nBC=[P].
coliniare. (Teorema lui Pappus)

Sa se arate ca M, N, P sunt

317.Sa se arate ca daca varfurile a doua triunghiuri sunt situate pe trei
drepte concurente si laturile omoloage se intersecteaza in trei puncte, atunci
aceste puncte sunt coliniare. (Teorema lui Desarques)
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118.0 dreapta d taie laturile triunghiului ABC in punctele A, B,, C,. Daca
A,. B,, C, sunt simetricele punctelor A, B,, C, in raport cu mijlocul laturii
pe care ele se afla, sa se arate ca punctele A,, B,, C, sunt coliniare.

(19. Se considera punctul M interior triunghiului ABC si d o dreapta paralela
cu BC dusa prin varful A. Se noteaza {D}=(AMn(BC), E}=(BM~(AC),
{F}= (CM~(AB), {P}=dnDE, {Q}=dnDF. Sa se arate ca vectorii AP si AQ
sunt vectori opusi.

(020.In interiorul triunghiului ABC se considera un punct M. Bisectoarele
unghiurilor BMC, AMC, AMB intersecteaza laturile (BC), (AC), (AB) in
punctele D, E, respectiv F. 5a se arate ca:
a) dreptele AD, BE, CF sunt concurente intr-un punct P;
b) punctul M este centrul cercului circumsecris triunghiului ABC daca si
PA PB PC

numai daca —  —-—
PD PE PF

fJ21. Fie ABC un triunghi si punctele Me(AB), Ne(AC), Pe(BC), {Q] = AP

NAMN. Sa se demonstreze ca —— M =—

022.Fie ABCDEF un hexagon inscris intr-un cerc.
(M} =ABNDE, {N}=BCnEF si {P}
rema lui Pascal)

Sa se arate ca punctele
=CDn AF sunt puncte coliniare. (Teo-
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UNGHIURI SI ARCE
MASURA UNGHIURILOR oI A ARCELOR

(1. Sa se exprime in radiani:
1%, 10°, 5° 36°, 15° 25°, 72°, 135° 275°, 315°, 240°.

02 Sa se exprime in grade sexagesimale:
Tt nt nm 2n 3n 57 7n 9n 17=n

10°4°8'15°20° 3" 4712 5 10 36

(3. Sa se exprime in grade sexagesimale:
5t 51 7n 5rn 7n 19n 167 15n

7°13°20° 6° 11" 20 11 37

(4. Sa se determine masura unghiurilor « si B stiind ca suma acestora

< _ o e s . .
masurata in radiani este 5 si diferenta lor masurata in grade sexagesimale
este 30°.
(5. Se considera un cerc cu raza R =10. Sa se determine lungimea arcului
care corespunde unui unghi la centru cu masura de:
) T 5n (672
a) 60° b) 90% ¢) 45% d) —; e) ——: f) —.
6 12 5

6. Se considera un triunghi ABC inscris intr-un cerc cu centrul O si raza
R =10. Se stie ca m(BOC} =120° si m(B) =30° Sa se determine lungimile
arcelor AB, BC, AC.
07. Sa se exprime in grade si radiani masura unghiurilor urmatoarelor poli-
goane regulate convexe:

a) triunghi; b) patrat; ¢) pentagon; d) hexagon:;
e) heptagon; ) octogon; g) decagon; h) dodecagon.

(8. Un triunghi isoscel are masura unui unghi de 30°. Sa se exprime in
grade si radiani masurile celorlalte unghiuri.
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‘@) GENERALIZAREA NOTIUNI DE UNGHI

.[01. Sa se exprime in grade si radiani unghiul de rotatie al unui volant care
efectueaza:

a) 2 rotatii; b) 2,5 rotatii; c) —z— rotatii;

d) % rotatii; ) 1,(6) rotatii; f) 7,1(6) rotatii.

(2. Un ventilator face 4500 de rotatii pe minut. Sa se exprime in radiani si
grade arcul descris de un punct al elicei ventilatorului in:
a) 1s;b) 2,5s;¢) 40 s;d) 1 min; e) 15 min; f) 2 h; g) 1,5 h.

3. Care este arcul mai mic de 360° ale carui extremitati coincid cu ale
arcului de:

187 . 52
a) 1968°% b) 572° ¢) 2160% d) —; t

—l e —;
5 ) 5

7
) -24° g) -379°h) 1289 i) 4~3’5?

(J4. Fie f:B - ¢ functie de acoperire universala. Sa se precizeze punctele de
pe cercul trigonometric ce corespund pentru:

a) [(0): b) I(n); €) f(%] ) f(_%J: o f(%j; 5 f(7"2n
g) r[—%); h) f(J_é"_\J; i) f[lzgsn); i f(741;5n)

(5. Sa se exprime in grade unghiurile cu masura:
a) “27“; b 2173 o) 24.(3)md) 211(6)n.

6. Sa se exprime in grade si radiani masurile unghiurilor unui triunghi
stiind ca acestea sunt direct proportionale cu numerele:
a)3,5 7:b)1,2,3;¢)2,2, 5:€) 1, 3, 8.

(37. Sa se exprime in grade si radiani masurile unghiurilor unui patrulater

stiind ca acestea sunt direct proportionale cu:
a)5,6,7,12;b) 3,6, 12, 15;¢) 1, 2,7, 8;d) 3, 4, 5, 6.
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L Ny
(8. Sa se exprime in grade si radiani masurile unghiurilor unui patrulater
convex stiind ca are trei unghiuri congruente, iar suma a trei dintre masurile
unghiurilor este egala cu:

2 By

a7 O

e) —: e} —.

2 3

a) 2407 b) 3004

9. Completati tabelul urmator cu valorile corespunzaloare:
Grade | 30" | 45° 75 : © | 1500 | =30 180°

Radiani -

wls
|=

w
o=
&)

010.5e considera cercul (0O, r) si punctele P, Q pe cerc. Sa se determine
masurile in radiani pentru unghiul POQ daca:
a) r=8 cm si l‘(f’@): 12 cmy; b) r=10 ecm si /‘(1@):40 cIn;

c) r=10 ecm si /(f’@) =5 em; d) r=4 cm si /(I@) =20 cm.

(J11.5a se transforme in grade si sa se specilice in care cadran sunt situate
unghiurile cu masurile:

s T 7n S b 3n 7n b1 57 9n
a) — b) —:¢c) ——: d) = e) —: —— —: h i) —: §) ——
4 6 6 ) 2 ) 2 0 2 & 12 ) 24 ) 12 i 5
20n 100n 11x 23n 2753w 11273n
B - g = e LB gy X 270G, VIRN3E
3 3 d =T W =i o) ——2—: 5

&) FUNCTI TRIGONOMETRICE

3.1. FORMULELE TRIGONOMETRICE IN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

1. Se considera urmatoarele trivnghiuri dreptunghice:

B N
0
30 24 16 16 \8v5
~.10
D E G —\>H N AM
AF—E—C 30 © T8

Sa se calculeze:

a) sin A, cos A, tgA. ctg A:

b) sinD, cosD, (gF, cigF;

c) sinH+ cos M, sinP + cosl + tg M.
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(2. Se considera triunghiul ABC in care se cunosc AB= AC = 17, BC=16; 53
se calculeze sinB, cos B, tgB.

(3. In triunghiul dreptunghic ABC se cunoaste ipotenuza BA =25 cm.
a) Daca sin A = 0.8, sa se afle lungimile laturilor triunghiului ABC.
b) Daca cos A =0,6, sa se determine tgA.

9

274-. sa se afle lungimile laturilor triunghiului ABC.

¢) Daca tgA =
04. Se considera triunghiul ABC in care AC =30, AB =50 si cosA =0.8. Sa
se afle aria triunghiului ABC.

05. Se considera paralelogramul ABCD cu BD L AB. Stiind ca AB=10 si
tg A =1, sa se determine aria paralelogramului.

06. Baza unui triunghi isoscel este egala cu 16 cm, iar unghiul opus acesteia
are masura de 30°. Sa se afle lungimile inaltimilor triunghiului.

07. Se considera triunghiul dreptunghic ABC cu m (/A\) = 90°.

Daca x = m(B). sa se arale ca:

4 1 5 1 ) !
a) 1+tg’x=———:b) l+ctg’x=——; €) sinx=—u— .,
Cos8™ X sin” x 1+ (?lg'"x
tgx ctg x
d) sinx = ] . €) ('osx:ﬁ] —; f) cosx =- £X

J1+tg%x J1 + bg*x \ﬁ+ ctg”x
8. Sa se demonstreze ca daca x «(0° 90°), atunci:

a)

1-sinx COSX b) sinx l-cosx
Cos X l+sinx’
g x N ctg x

l-ctgx 1-tgx

1+ cosx sin x

=l+1gx+ctgx: d) sin(90° - x)=cosx;

e) cos(90" - x) =sinx;
g) ctg(90° - x)=tgx.

f) (g(90°~ x) =clgx;

09. Se considera triunghiul ABC, dreplunghic in A. Demonstrati ca au loc
relatiile:

a) sinB +cosB =sinC + cosC:

b) cosB + cosC =sinB + cos C:

c) tgB+tgC=ctgB+ctgC.
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(310. Se considera patratul ABCD si punctele M e (BC), {N] =DM AB. S3a e

determine sin x. cosx, tg x, unde x = m(ANC). in cazurile:

a) BM = MC: b) EM~l L

€] — =2,
MC 3 AD 3

011.Se considera triunghiul ABC si punctul D e (BC) astfel incat AD | BC,
Sa se demonsireze egalitatea BC = AB cos B + AC cosC.

012.5e considera patratul ABCD si punctul Me(BC). Se consiruieste in
exteriorul patratului ABCD, patratul BMNP.
Sa se determine sin(C‘BN). (:os(Cf)\N) in cazurile:

a) BM = MC: b) BM = 2MC; ¢) CM = 2BM.

(J13.Punctul M este situat pe lalura (BC) a patratului ABCD. In exteriorul
patratului ABCD se construiesc patratele BMPN si CMQR. Daca x = m(PT)b),

sa se calculeze sin x, cos a, lg X, clg X, sliind ca 2BM = CM.

(J14. Se considera patratele ABEF si BCDE. Sa se calculeze sinx, cosx, tgx,

daca x = m(B/\F(‘t).

(J15. Se considera patratele ABGH. BCFG. CDEF.

Sa se calculeze sinx, cosx, tgx, pentru x = m(B]’fD).

(J16. Sa se determine valoarea expresiei:
Sin X + cos x
sin (90 - x) + cos (90" - x)

. x (0% 90°).

J17. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(A) =90°, AB=6 cm si sinB = g
Sa se determine lungimile laturilor si maltimea din A.

(J18.Se considera rombul ABCD astfel ncal m(ABC) =120° BD =12 cm.
Sa se determine lungimile laturilor si diagonalelor rombului.

019.Fie ABC un triunghi si D e(BC) proiectia punctului A pe dreapta BC.
Daca m(AiS\D) = 60°, m(A/(TB) =45° sa se calculeze lungimile laturilor triun-
ghiului si inaltimilor acestuia stiind ca AD - 8 cm.
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f120. Trapezul ABCD este dreptunghic in varfurile B si C, iar punctul E € (CD)
este proiectia punctului A pe dreapta CD.
Stiind ca m(ISA\E) =45°, m(A/C\D) =30% si AD =6 cm, sa se delermine

Jungimile laturilor si ale diagonalelor trapezului.

021.5a se alle elementele triunghiului ABC, dreptunghic in A, daca:
a) BC=10 si m(é) =30%

b) AC=16+3 $1n(ﬁ):60%

¢) BC=34 si AC=16;
d) AB=24 si AC=10;

e) a=8 si m(é):%:

i C)="
f) c=4 si m(C)_IQ.
[022.5a se demonstreze ca daca x, y € (0° 90°), atunci:
a) (sinx +siny)” + cos® x + cos® y > (1 + sinxsiny)’;
. -
b) (sinx - siny)” + cos® x + cos® y > (1 - sinxsiny)’;
¢) (cosx +cosy)” +sin® x +sin® y > (1 + sinx cosy)’ .
023.5a se demonstreze ca daca x e (0° 90°), atunci:
sinx = cosx (1-sinx)(1-cosx)
sin x - cos X

)

l-cosx 1+sinx
1+sin2x+l+coszx_
2 +ctg’x 2 +tg’x

(024.Sa se demonstreze cd daca triunghiul ABC este dreptunghic in A. atunci
sinB+sinC =2 daca si numai daca AB = AC.

3.2. SEMNUL FUNCTIILOR TRIGONOMETRICE

(J25. Sa se stabileasca semnul numerelor:

3275 20031

a) sin 27?“; b) COSZI;)SR: c) sin o2 9T, d) sin :
20037 287n . 39715n 3172w . 2379171-
e) tg o f) ct = g) sin—_-— h) tg T i) cos———
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[326. Sa se stabileasca semnul nuimerelor:

. B . 1207n 13n 1393n 1273 . 273n
a) sin— + sin ; b) cos—— + cos ;¢) tg - sin :
4 6 4 6 9
TR 11n 127n 1525n 1207n
d) sin——-cos——tg . e) sin + COS .
8 3 8 5
[127.5a se determine semnul numerelor:
a) sin273% b) sin2754° ¢) sin(-726°); d) cos1976°
e) tgl1199 f) tg4726° g) ctg9673°.

[J28.Sa se determine semnul numerelor:
a) sinl; b) sin2; ¢) sinl0; d) cosll; e) sinl12 cos13.

3 29. Sa se afle semnul numerelor:

a) tg%n——tg%; b) Sin%_sing: ¢) sin2 -sin2,15; d) cos6 —cos 5.

3.3. FORMULE DE REDUCERE LA PRIMUL CADRAN

(330.Sa se reduca la primul cadran:

a) sin 3909 b) sin 3630°; c) cos750%

20007
d) t 9073} t (6 E); i ( )
) g( 5 e) ctg Ol3 f) sin i

(031.S4 se determine valorile numerice ale expresiilor:
a) 2sin 30° + 5tg 60° + 6tg 457
cos 60° & 1
1+sin60° tg30°

[32. Sa se determine cea mai mica si cea mai mare valoare a expresiei:
E(x)=sinx+cosx +tgx +ctgx, pentru x €]30° 45° 60°, 120°, 150°, 210°,
240°,330°.

033. 5a se arate ca:
sin (180° - x) - sin (270° - x) - cos (360° - x ) - tg (90° - x )
sin (90° + x) - sin (360° - x ) - cos (180° + x ) - tg (270° + x)

(034. S4 se determine valorile numerice ale expresiilor:
sin 390° + cos 390° + tg 405°

sin 405° + cos 405° + {g 390° - /2 '
b) 2cos 30° - 4 cos 405° + tg420°;
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¢) 51g210° + ctg 405° + 21g (~45°) + 2 cos 780°;
2c08765° —sin810° + tg1125° - sin 765°

_7(1(15 900” + cos 780° + sin 750° + sin 960°

——

135.5a se aduca la o forma mai simpla:
sin10°- tg 1907 - etg 280° - cos 350”7
cos 80" - cos10° - 1g170° - tg 80"
sin1950°- cos(-3810°) - tg (~1320°)- sin (-870")
cos 780° - ctg(—1830°) - tg 3840° - cos1140°

136.Sa se stabileasca relatiile:
a) sin(x +180°) = -sin x: b) cos(x +180%) = -cos x;

¢) sin(x + nn)=(-1)" -sinx; d) cos(x+nn)=(-1)" cosx.
(137.5a se stabileasca relatiile:
a) sin(n-x)=sinx: b) cos(n—-x)=-cosx;

Bl < 1)
¢) sin(nr—x)=(-1)" sinx: d) cos(un-x)={1j cosx.

138.Sa se determine mullimea valorilor functiilor {:4 — ¥ date de:
a) f(x)=sinx+1;
b) f(x)=-1+cosx:
¢) f(x)=2sin2x + 3;
d) [(x)=|sinx|:
e) (x)=|sinx|-sinx;
f) £(x)=3-2|sinx|;
g f(x)=|1 - sinx|+sinx;
h) f(x)=[1+cosx|-cosx;
i) f(x)=]1-sinx|+[l+sinx|:

§) f(x)=|1-cosx| |1+ cosx]|.

£139.Sa se demonslreze ca oricare ar {i x. y e, urmatoarele numere sunl

pozitive:
a) 1+sinx; b) 1 - cosx:
€) 1+sin X+ CosX +SinX-Cos X; d) 2-sinx - cosy:
e) 5—-2sinx +3cosy.; f) 1+s8inx +cosy +sinx-cosy.
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g 3.4. PARITATE. IMPARITATE. PERIODICITATE f IRoRi(x)=|x-ajcsxack
’é | (340. Sa se studieze paritatea functiilor {: 1 — I2: d) f: (—E —TE) - R f(x)=atgx+bcosx, a, be k.
| a) f(x)=(sinx+1) -cosx; ‘

‘ b) f(x)=xsinx: (J44.Sa se verifice ca T =2n este perioada pentru functiile {: R — B, date de:
¢) [(x)=x"+sin’ x; a) f(x)=sinx + |sin 2x|;
‘ d) f(x)=1+x sinx-cosx; b) f(x)=cosx +cos2x;

e) (x)= (sinZX—cosx) :

: ) 3n
c) f(x):smx+s1n(x +—J;
f {(x)=|x+sinx|; 2

; ; . 3ln
g f(X):(XASinX)Zi-(XZ +(tosx)z: d) f(x)=(sinx - cosx)” +sm[x+—4—)
h) (x)=sinx +|sin x];
i) f(x)=cosx - |cos x]; (045. Sa se arate ca urmatoarele functii au perioada T = 47

X 3x
J) f(x)=3sin3x +2sin 2x; a) f(x)=sm§+cos?;

k) f(x)=3sin(x —3n)+cos(x + 3n); n)+c05(x—n)
.

D f(x)=x+x"sinx.
c) f(x)= 2sin§-cos§;
4 4

b) f(x):sin(X+

(J41.Sa se studieze paritatea functiilor f:D — I :
keTIl-' d) f(x)= sin >~ . sms—x.

a) f(x):x+tgx,D:llD\j£+kn [ 2 2

|2

b) f(x)=xsinx, D=[-1 +);

(046.Sa se determine perioada principala pentru functiile {: 8 — K, in cazu-

c)f(x)~tgx+°.m‘< D= IL>\J~4krr kﬁ?}i fle: % S
a) f(x):sini; b) f(x)=sin—~3—:
d) f(x )—smx~1+(sinx+cosx) . D=k ik . .
] _— 2 e c) f(x)=3cos L d) f(x)=sin=+cos=;
; e) f(x )—-(smx~cosx) , X el 2 2
i f) f(x |X|+L05X X (0, + o) e) f(x):sinx~sin§; f) f(x):sinx'sini.
; ; ; 2 3
g) f(x):smx+(smx+cosxj . x el
h) f(x)=x” +sin3x, x e[-1 2]. . (47.Sa se determine perioada principala a functiei f : D — B, in cazurile:
it 1 1+cosx
(042.Se considera functia f: b — K, f(x)=asinx+bcosx. Sa se arate ci w) tx)= sinx b} fix)= sin x
daca functia [ este functie para sau functie impara, atunci a-b = 0. ¢) f(x)= l+sinx d) f(x)= tgi'
l1+cosx’ 2
43.5a s? studi‘eze paritatea functiilor dupa parametrii dati: e) f(x)= tgg; 0 f(x)=
a) f:R > f(x)=ax+cosx, ael;
[ f(x)=sin(xv2 h) f(x)=t x\f
b) f: [ g.ﬂ—)l/f )=|x-a| sinx, aek; 8 f(x) ( ) ) E(x)= g( )
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(7 48. Se considera functia f: I — B, data de relatia:
f(x)+2f(—x)=2cosx, V xel.
a) Sa se studieze paritatea functiei f,

b) Sa se arate ca functia f este periodica si sa se afle perioada sa prin-
cipala.

()49.Fie {: L — Ik astfel incat exista a e B cu proprietatea ca f(x)+2f(a-x)=
=COSX.
a) Sa se arate ca numarul T =27 este perioada a functiei f oricare a e R,
b) Sa se determine a e, pentru care functia f este functie para.
¢) Exista valori ale lui a e 2 pentru care functia f este functie impara?

(369. Sa se arate ca functia f: 2 > D, f(x)=sinx- sin(x\/i) nu este periodica.

RELATI INTRE FUNCTIILE TRIGONOMETRICE
ALE ACELUIASI UNGHI

1. Sa se arate ca pe domeniul de existenta au loc egalitatile:

a) (sinx + cos x)2 +(sinx - cosx)* =2;

b) sin® x + cos® x = cos® x + sin® x;

¢) cos® x —sin® x =1-2sin® x;

) (1+tg’x)sin® x = tg’x;

e) (1+sinx +cosx)’ =2(1+sinx)(1+cosx);

sin® x sin x + cos x

Ctg'x -1

;

1 J )
sinxcosx ) '

, = S8in x + cos x;
sin X — cos x

g [1

h) tg’x +ctg’x +2 = (

sin® x + cos® x

2(_1 -sin® x - cos” x);

sin x + cos x
2

1+tg’
B X g
g x +etg'x

; 2
2. Seda sinx = 3 X e g nj. Sa se calculeze cosx, tgx, ctgx.
. '3
Se considera x e[——;, 21:). Sa se afle dupa caz sinx, cosx, (g x, clg x.

it =—— 3 =" X = ———,
ﬂ.) g£X b) COS X 5 c) Ctg)s ]
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03. Sa se delermine sinx, cosx, {g x, clg x in cazurile:
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‘7 ) 1
a) xe|—, |, tgx=——:
2 3
31 , 4
b) xe|m —] sinx = ——:
\ 2 ) B
[ 371 .
c)xal— sz ctg x = —-
= 4
d) xe ‘T’"_J COSX =——.
B
. ) 31 L ; , 5 . )
4. Se considera x e| n, o astlel incat sinx + cos x = =vJ2. Sa se determine

sinx, cosx, tgx, clgx.

A5. Sa se compare numerele x siy daca:
< - 5

3n 47 5n
+ (‘()ST + COS— + COS -?:

IS
X =1+ cos—+cos

<

T . 2n . 31  4dr . B
y =sin— + sin—— + sin — + sin— + sin—.
3 3 s

e e

06. Sa se aduca expresiile la o forma mai simpla pentru x din domeniul de
definitie:
2 . 2
a) E =(sinx +cosx) +(sinx —cosx) ;

b) E = (tgx +ctgx) —(1gx - clgx)”;

o) E - sin® x cos” x
" 1-cosx l+sinx
[ ken ) :
7. Fie x el \ l o k e I} Sa se demonstreze egalitatea:
1+tgx)cos” x + (1 +clg x)sin” x = sin x + cos x.
g g
(8. Sa se verifice egalitatile:

a) sin® x + cos" x =1-2sin® x cos? x:
b) sin" x + cos” x =1 - 3sin” x cos” x;

¢) 2(sin” x + cos® x) - 3(sin" x + cos’ x)+ 1 =0.

09. Sa se arate ca expresia:
E(x)=sin" x —cos” x + 4 cos” x - 6cos" x + 4 cos” x nu depinde de x.
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10.

d11.

d12.

J13.

O14.

Sa se arate ca pe domeniul de definitie au loc egalitatile:
a) (tg'x - 61g’x +1)cos’ x =1 -8sin® x cos” x:

b) sin x +cos*x-1 2
sinx+cos®x-1 3
sin+ cos” x  sin® x —cos’ x

€) — G =92,
S X 4+ COos X SN X = o8 X

‘ 1-+3
Se considera x e L% 27:) astfel incat sin x + cosx = 2\/ .

Sa se calculeze sinx, cosx., tgx. ctgx.

[

( ) b-a
Fie a, be (0, +=), a<b si x| g nj asllel incat sin x =

Sa se calculeze E =cosx +tg x + clg x.

Sa se arate ca pentru oricare a, x € I au loc inegalitatile:
a) (1—sin a)x’ —2xcosa+l+sinaz=0;

2

b) (1+cosa)x” - 2xsina+1-cosaz0.

Sa se demonslreze ca pentru oricare x € b, au loc egalitatile:

. y 1
a) sin’ x +cos” x 55:

b) sin” x + cos” >

| =
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0 2.

0 3.

TESTE DE VERIFICARE

Testul nr. 1

Sa se calculeze valorile functiilor trigonometrice pentru unghiurile cu
imasura:
aj 450% b) 855% ¢) —585°.

Sa se calculeze:
_ cos(-480°) {g570°-sin675°
cos (680°) cos 900° )

g1l 23m 37n )
F =2si 2(—} 12(#]- tg| —— |.
Sin 4 4 g ‘ 2 Cg( 4J

s 2
5 - - . ) (1+sinx +cosx)
Sa se aduca la o forma mai simpla expresia E =

(1+sinx)(1+cosx)

Testul nr. 2
Sa se arale ca are loc egalitatea:
a) sin(x - n)+1g(x - n,)—cos(gﬂt x]: tg x:

b) sin(540° - x) - sin(630° - x) - cos (7207 - x) - tg(450° - x) |
sin (o —270°) - sin(-720° - x)- cos (540° + x) - 1g (270" + x ) i

Sa se stabileasca semnul numerelor:

a) sin(-2)-sin(-2,1):

b) cos(5.1) - cos3;

c) ctg(0,583) - ctg(0,582).

Sa se determine ca multimea de valori a functiilor [ : 1 — B
a) [(x)=3+5cosx;

b) {(x)=-2sinx +(1+ siux)2 :

c) [(x)=(sinx + 2cos x)?‘ +({cosx — 2sin x )2 .
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Testul nr. 3

O 1. Un triunghi dreptunghic are ipotenuza de 13 cm si suma celorlalte laturj
17 em. Sa se calculeze produsul cosinusurilor unghiurilor ascutite.

O 2. Sa se arate ca pentru oricare x € R au loc inegalitatile:
a) 2sinx <2 -cos” x; b) |[3sinx +4 cosx|<5.
- . _
O 3. Sa se calculeze sinx, cosx, tgx, ctgx stiind ca x e (5 nJ si tg+ctgx=
= =2

O 4. Sa se arate ca pe domeniul de existenta are loc egalitatea:

‘ : 2 2
(1+ctgx)2~(1v+tgx)2} +[ ctg x & tgx ]:l

(1+ctgx)” +(1+tgx) 1+ctg®x  1+1g°x

Testul nr. 4
O 1. Sa se stabileasca egalitatea tg15° tg35° tg55° tg75% = 1.

O 2. Se stie ca sinx + cosx = m.
a) Sa se arate ca |m| < J2.
b) Sa se exprime in functie de m expresiile:
E = sin® x + cos® x, F = sin® x + cos® x.

. 2
l—cosx+smzx+ 1+cosx+sin” x
2 —cosx

nu de-

QO 3. Sa se arate ca expresia E =
2+ cos X

pinde de x.
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| 6 FUNCTIILE TRIGONOMETRICE ALE UNEI SUME

S| ALE UNEI DIFERENTE DE UNGHIURI

J1. Sa se calculeze:
a) sin75% b) sin15% ¢) sin105°% d) cos135° e) tg165°.

02. Sa se scrie sub o forma mai simpla expresia:
. (31
E= cos(g + XJ + sm[Tn ~ x] +cos(5n+x) +sin(x - 11n).

3. Fie XE(O. %J ye(%, n:) si sinx ==, cosy =~—.

3

5 5

Sa se calculeze sin(x +y), sin(x-y), cos(x +y), cos(x -y), sin2x, sin2y,
cos2x, cos2y, tg(x +y), tg(x-y).

04. Sa se calculeze sin(a+b), cos(a+b), daca:

. 3 5 T
a) sina=—, sinb=-—, a, y =13
) 5 13 a be(O 5
3 3] hid
b) tga=—, cosb=-—, a, , =13
) tg L& 3@ be(O 2],

5 3 T
c)tga=——,tgb=-= a, = :
) tg 5 g 5 abe(Z,nJ

05. Sa se calculeze valorile trigonometrice pentru unghiurile cu masura:
n n 3n 5t 7n Tn

06. Sa se verifice egalitatile:

a) sinx+sin[x+@]+sin(x+ﬂJ:Q;
3 3.
b) cosx+cos[x+%ﬁj+cos(x+%]:0;

c) cosx+cos[£+yj+cos(£—y):cosy+cos[£+x‘ +cos| & x|;
3 3 8 3 )
d) sinx + sin(108° - x) - sin (x — 36°) - sin (72° - x) = cos (54° - x).
07. Daca xe(O, —;—J si sinx:%, ye(g, n}) si cosyzfg, aflati cos(x—y),
respectiv sin(x - y).
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8. Sa se calculeze:
a) sin75°% b) cos75°% ¢) 105% d) cos105% e) sin150°% f) cos150%
g) cos225% h) sin225°% i) sin2407% j) cos240% k) sin 300
1) cos300° m) sin315% n) cos315% o) sin 405°.

£19. Sa se afle cos(a+b), cos(a —b) in situatiile:

a) sina :g‘ cosb = 3 a, be[O, EJ:
5 13

2

b) tga:i. cosb:E, a, be(O, Ej:
3 13 2

c) Lga:g—, cosb:-5—. a, be(O. E-):
4 13 2

d) cosa :—g. Lgb:fi, a, be(i, nj.
5 2 2

7110. Sa se aduca la o forma mai simpla expresiile:
a) E(x)=sin(x+75°)+sin(x -75%);
b) E(x)=sin(2x +225°)+sin(2x - 45°);
sin (x + 30°) + sin(x + 60°)

c) E(X): COS(X _300)+ COS(X—GOO).

(111.Sa se calculeze sin(u +f). sin(w-p). daca:
sinﬁ:——i. ue(z. n], Be(n. =
13 2 2

gn
b) sina:—z, sinf} = 5 . O, BE(O. E]:

) 3
a) sina =

c) tga:%. (‘OSB:%. o, [%6(0. EJ.

(7 12.Sa se verifice egalitatile:
(T . (3= ‘
a) sm(—+x]:cosx: b) s1n(——+xJ:f(:osx:
2 ) 2
T ) ) 3n ]
c) cos —+x}:*smx; d) cos[—fx):Asmx.
2 2 )

113.Sa se demonstreze egalitatile:
a) cos(a+p)+cos(a—p)=2cosa-cosp;
b) cos (o + ) cos(a—p)=-2sina-sinf;
¢) cos(a+p)-cos(a-p)=cos® a-sin’f
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d) Zsm[ZJr x]~sin[x—£J: sin® x - cos? x

4 :

€) sin(w+ ) sin(a - p)=sin® a - sin? p.

(14.5a se verifice egalitatile, pentru x din domeniul de existenta:

1-cos2x 311 - 2
a) tgx:'T' b) tgxw—‘iﬁl’]z—‘E*: c) sinz‘\;-—zlgx :
sin 2x 1+ cos2x 1+ tgx’
1-tg’x 7
d) cos2x=—T"2"": e) Lgx = 1 2K
—; = el 2y
1+tg”x N sinax BX

f) cos4x =8cos’ x - 8cos® x + I

g) sindx =4sinxcosx(2cos” x - 1).

[15.5a se arate ca sinx = i\/h(:;E sicosx = i\/l_+ cos2x.
2

IS

. T .
016.Fie x (—~, T[J astfel incal sinx = LZ =

i a se caleuleze:

N

a) sin2x: b) sin3x: ¢) cos3x; d) tg2x;
e) sin3x + ctg 3x: f) sin5x + cosHx.

017.5a se determine [unctiile trigonometrice ale unghiurilor cu masura de &

527
625

. . 3n
stiind ca « e ( n — ] Sl cosug =—

018. Stiind ca tgx = = % T
otiind ca (g x gy = 3’ X, yel o, 72] sa se calculeze (g(2x +v).

W=

019.Fie x| 0, X | si tgx = 2. Sa se caleuleze si i 3x
ie X e l 0, 2 si lgx = 2. 5a se calculeze sin4x, sin —. €O8 3X, cos :E!\—‘
020. Sa se arate ca:

_Zcos2x -1

a) (g(30° + x)1g(30° - x)= """ .
2cos2x +1

1-cos2x +sin2x

= lg'x;
1+ cos2x +sin2x &

o cos” x — cos3x . sin® x + sin 3x a8
COS X sin x

d) tgx +2tg2x = ctgx — 4ctgdx:

e) sin” x(1-clgx)’ =1 sin2x;
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cos(a+b)-sinfa-b) cosb+sinb

E'()s(a -b)-sin(a+b) ~ cosb-sinb’
g) cos”(a+bh)-cos’(a-b)+sin2a-sin2b=0:
h) cos”a+cos”bh=1+cos(a+b)-cos(a-h);
i) sin”(a+ b)=cos” a +cos” b-2cosacosbeos(a+b):

j) sin” (a+b)-sin® (a —b) = sin 2a sin 2b.

J21.5a se calculeze:

a) sin(a+b+c¢), daca a. b, (((—g- |,

) 5
sina=—, sinb =
13"

\ 4
b) cos(a-b+c), daca a, b, (‘G(% nJ, cosa :¥€. cosb=-

(J22.5a se verifice pe domeniul de existenta egalitatile:
sin(x+y)cos(x —y)+cos(x+y)sin(x -y)

=tg2x;
cos(x +y)eos(x —y)-sin(x+y)sin(x -y)

in® (X +y)+sin” (x —
b) sin’ (x+)’))+ '( V) _ tgx 4 taly
208" X C0s™ y

23.5a se demonstreze ca urmatoarele expresii nu depind de x:

a) E = cos” (x - x” )+ cos” (x* ) - 2cox (x - x* Jeos x cos x* + cos” x;

b) E =cosxsin(y ~z)+cosysin(z-x)+coszsin(x -y).
i : 2 2 3+ cos4dx
(J24.Sa se verilice egalitatea (g"x +clg'x =2 ———.
1-cos4dx
[125. Sa se calculeze produsele P, pentru n e &

a

a) P” .= COS 5‘“— A

b) P, =cosa-cos2a-...-cos2"a
X cos X
) cos 08

§ sin x ) on
c)[“:l‘('o%\" x X
TEYES 1 4 cos 5 1+ cos o
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01.

02.

0s.

04.

0s.

TRANSFORMAREA SUMELOR iN PRODUS
SI A PRODUSELOR iN SUME

Sa se calculeze:
a) sin—n—-cosﬁ; b) cos£~cos5—n; c) singﬁ-sinzri.
24 8 8 24 24

Sa se transforme in produs:
a) sinl5°+ sin 75°%

c) cos15°+ cos75%

e) sin165° + sin105%

g) sin195° + sin 2559

b) sin75° - sin 15

d) cos15° - cos75%

f) cos105°+ cos165%
h) sin285° + sin 345°.

Sa se transforme in produs:
a) sin2x + sin4x;
¢) sin7x - sin 3x;

b) sin3x - sin x;
d) cosx + cos 5x:

) sin{x«%J+sian+£—J;

\

e) sin7x + sin x;

3x 5x 5x 3x
COS— + COS — h) sin— - sin—:
g 2 2 ) 2 2
5x 3x  (m+3x
i) sin— + sin — i) sm[ + sin
4 4" 2

( 3n+x ]
~am &

Sa se transforme in produs:

a) sinl10° + 2 sin 25° + sin 40%;

b) cos20° + cos45° + cos 70%

3t 5n
c) (os—— - 2(ns—~+(‘ 0S — |
8 8 8

y T . t ) 3n
d) sm{x+—]+sm(x+—]+sm(x+ );
4 2 : 4

) (X+3T[J
= |+ cos| ——— |,
Jron =5

nJ_ZCOS(x+2
. 4

Sa se transforme in produs:
a) sin x + cos x;

X +
e) cos[

b) sinx —cos x;

+ X X . fx4+n
: d) cos5+sm

) T
¢) sin3x - cos

b4 3x 5x 9x 3x 3x
e) sm§+(os—~sm— f) sin— "~ cos — —sin —.

2 2 4 4 4
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11x 29x 11x 9. Sa se verifice egalitatile:

g) cos—— +2sin—— - cos——| 2 3 a-b
12 12 36 a) (sina +sinb)” +(cosa +cosb) =4 cos? =~
5x . 12x 7x

h) cos— —2sin———cos —. 3 5 ,a-b
7 35 B b) (sina -sinb)” +(cosa -cosb)” =4 sin” =

£16. Sa se aduca la o forma mai simpla pe domeniul de existenta: ¢) sinasin(a + x)-sinbsin(b+ x)=sin(a-b)sin(a+b+ x):
sin(x +30°) + sin(x + 60°) sin3x +sinx

d) sinxsiny - sinzsin(x+y —-z)=sin(x - z)sin(y - z).
cos(x +30°) + cos(x + 60°)

oS 3X +COSX i ) )
[310. Sa se transforme in produs:

a) tg15°+tg75%

c) tg3x +tgx;

e) tgx +tg2x — tg 3x;
g) tgx+igy —tg(x+y);

sin5x - sin 3x | sin(2n+1)x +sinx b) tg105° - tg15°;

d) tg3x —tg x;
f) tgx+1g3x —tg4x;
h) tgx —tgy —tg(x - y).

cos5x — cos3x cos(2n+1)x —cosx

COS X — COS3X oS 2X — Cos4X |

sin3x —sinx ' sindx - sin2x
sinl2x + sin4x

08 36X + cos 28X 311.5a se aduca la o forma mai simpla:

cos® 3x —cos® x _

g€)
sin® 7x —sin” 4x
cos? 5x — cos® 6x
sina +sin(a+ b)+ sin(a + 2b)

(37. Sa se verifice egalitatile pe domeniul de existenta:
1) sin4x — sin 2x - tgx - ctg2x;
sin4x + sin 2x

sin? 3x —sin? x

2sina +cos 3a —cosbHa

d)

2 cosa + sin 3a + sin 5a cosa+cos(a+b)+cos(a+2b)

b) sinx—siny*(‘t X+y,

COSYy —COSX By (012.Sa se transforme in produs:

sinx + siny X+y a) cos” a +sin” 3a - cos® 2a;
c) =tg : . . )

COSX + COS Y 2 b) sina +sinb +sinc—sin(a+b+c);
a siny + cos(2x - y) - ctg(ﬁ— x). c) tg?;a - tg2a - t'g?:

cosy —sin(2x - y) 4 d) sin® (a+b)-sin”(a-b);

e) sin(a—b)+sin(b-a)+sin(c-a):
(8. Sa se descompuna in produs:

. I f) cosa + cos3a + sin 2a;
a) sin3x + 2cos2x - sin x;

b) cosx + V2 cos 3x + cos 5X;

¢) sin x + sin 3x + sin 5x + sin 7x;
d) cos x + cos3x + cosHX + CoS7X;
e) sinx +siny +sin(x+y):

f) sinx+siny —sin(x+y):

g) cosa+cosb+cosc+cos(a+b+c):
h) tga+tgb+tgec—-tg(a+b+c):
i) sin(x +y+2z)-sin(y +z)+sinz

) tg(a-b)+tg(b-c)+tg(c—a).

(013.5a se verifice egalitatile:
g) sinx +siny —sin(x -y): a) Si]],l[_4sjl‘\,@t_:_l"
h) cosa +cosb+cos(a+b): 12 12 4

i) cosa + cosb—cos(a—-b):

- j) cosa-cosb+sin(a+b);

k) cosa —cosb —sin(a + b).

224

2mn 4 6 1
b) cos— +COS— + COS— = ——;
7 7 T 2
c) tg9° +clg9° —1g27° —ctg27° =4,
. bmn lim = n . 5n n
d) sin— + cos—— + sin— = 4 c0s — - 8in — - €08 —
24 24 48 4
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e) sin10°cos20°cos40° = % :

T B . Tw . llw 1
f) sin— - sin— sin— sin—=—.
24 24 24 24 16
(714.Se considera x, y, ze R astfel incat x +y +z =7 Sa se demonstreze ca:

: : ; X y %
a) sinx +siny +sinz =4cos§cos§cosg;

b) sinx +siny —sinz - 4sin >sin L cos 2
2 2 2

¢) sin2x +sin 2y + sin2z = 4 sinx siny sin z;
y

d) cosx+cosy +CoSzZ= 1+4sin§sin§sin—;—;

e) cos? x + cos® y +cos® z+2cosxcosycosz =1
X y .z X y 74
ctg = +ctg = +ctg—=ctg —ctg=—-ctg —.

f) gz g2 g2 gz g2 82

X,y y, z X, Z
tg Xttt dtg 1t tgtg==1.
g gztg2+tg2tg2+tg21g2‘

(J15.Daca sinx+siny=—% si cosx+cosy:-6£5- sa se calculeze tg(x+y).

(116.Daca x, y, z< R astfel incat x +y +z=n sa se verifice egalitatile:

. . . e ¥ .. ©
a) smx~smy+smz=4sm§cos§sm5;

b) cosx —cosy —cosz :1—4sin§cos—y—cos£;
2 2 2

X .y . Z L M=X . ! )
C) sm—+sm—+sm—=1+4sm - SIn - SIN 5
2 2 2 4

d) sin§+sinl~sin-z—:—l+4sinn_x~sin - sin :
2 4 4 4

2 - = -2

e) coszc-+cos—)i~c:0s1:4sir17r X emZYL. ocos ==,
2 2 2 4
X y .z X, y, Z

ctg2 gl -tgZ =ctg=tgtg—;

f) ctg5 -1 - =g e 1ey

g) sin® x +sin® y + sin” z = 2(1 + cOs X COS y COS Z);

h) sin® x + sin® y —sin® z = 2sin x siny cos z.

[J17.54a se demonstreze identitatea:

3 4 X+ 27 s X+4n 3
cos” X + cos® ——— 4 ¢c08” ——— =

B Geometrie © lil. ELEMENTE DE TRIGONOMETRIE

P SUME S| PRODUSE TRIGONOMETRICE

1. Sa se demonstreze egalitatile pe domeniul de existenta:

a)

=ctgx — .
o ctg x — ctg2x;

1
b) — T = 12 + 2 * s !
sin2x sin2’x sin2%x

—— =ctgx —ctg2"x.
sin 2" x g ge X

02. Sa se demonstreze ca pentru oricare neN', pe domeniul de existenta,
au loc egalitatile: '

x X X '
a) COSE-c082—2~cos2—3~...~cos )i :&;
x
2 2" sin —
n
3 n
b) COSX - C082X - C082%x ... cos 2™ x = SIB2'X
2" sinx

3. Sa se demonstreze ca au loc egalitatile:
a) ctgx —2ctg2x =tg x;

!
e W
9n

1

1, x 1 be X
b) g xe—tg =+ —tg e 4. x _1 . x .
g 2g2 22 g22+ C‘[g2n 2"Ctg2“ ctgx, neN.

(J4. Sa se demonstreze egalitatile:

a) < 1 B sin nx 1
iacosx+cos(2k +1)x cos(n+1)xsin2x’
a t;

m3 1 _ g(n+l)x;
idcoskxcos(k+1)x sinx

nx . (n+1)x

n sin — sin

¢) ) sinkx = 2 L -
kel sin =

. nx _ (n+1)x

. sin —— cos .-

d) > coskx = 2 2

k-1 X
sin =
2

05. Sa se verifice egalitatile:

4 D 5
. . s
a) sml"+sm3°+...+sin99°=ﬂ-
sinl°®
O
b) smx+sir13x+sin5x+...+sir1(2n—l)xzsm_nx_
sinx
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[16. Sa se arate ca pentru neM au loc egalitatile: Testul nr. 2
n O 1. Sa se transforme in produs:
a) sin x sin 2x -I-SirlZXSil“lSX+...+Sil’1nXSin(n+1)X:§~COSX4 3x b
a) E = tg-2—+tgx + th; b) E=sin(a+b -c)-sin2a +sin(a-b+c).
sinnxcos(n +1)x
1 = -
sz . O 2. Sa se arate ca:
) B g S T = sinnx cos(n+1)x ) 1 2
b) cos” x + cos ..+ €O8 = rpr— ; a) —L _9ginT0°=1 B} — 0 4
) 2sin10° sinl0°  cos10°
. . . B n sinnxcos(n+1)x
¢) sin” X +8in” 2x +...+sin“ nx = —— -
2sinx L 1 |
nsin(2n+1)x  sin® nx Q3. Fie x,y,ze [O. WJ astfel incat tgx =— 1gy =—, gz =—. Sa se calculeze
d) cos2x +2cos4x +3cosBx +...+ncos2nx = - = ] 2 5 8
2sin x 2sin® x X+y+z
sin2nx cos(2n+1)x
e) sin2x +2sin4x +3sin6x +...+nsin2nx = ——— - :
4 sin” x 2sinx
Testul nr. 3
(J7. Sa se calculeze produsele: O 1. Sa se simplifice:
a) P, =(2cosx —1)(2cos2x - 1)...(2cos2" 'x - 1); a) E= sin5° + 2sin10° + cos 75°
i 1 c0s5°+2c0s10° + sin 75° "
L+ 1+ L+ J. 3 a : o : o : o
\ cosa)k cosZaJ L = b) E= sin 2° + sin 4 +§1n6 +s1'118 .
" " b : c0s 27 + cos 4° + sin 84° + sin 82°
c) P, (( 05— +Ccos — )(COS%-F cos—z] ((‘OS— + COS;‘Js
/ 2 2 2" QO 2. Sa se verifice identitatile:
[1 % j[l—lg“ J ( tg ;J a) sin(a—b}+sin(b~C)+sin(c~a):4sinaécsinbéasinczb;
b) sin® (a - b) +sin® (b~ c)+sin® (c—a) + 2cos(a - b)cos(b —c¢)cos(c - a) =0.
TESTE DE VERIFICARE
S Q 3. Sa se arate ca daca x +y +z+t =2 alunci:
Testul nr. 1 sinx +siny +sinz+ sint = 4 sin % sin y—tzsin féi
QO 1. Sa se verilice egalitatile:
a) sin5°+ sin125° + sin245° = 0; Testul nr. 4
b) cos5°+ cos115° + c0s235° = 0. O 1. Sa se arate ca daca x +y =z, alunci:
s562 s5a2 057 — 9 ¢ . P
0 2. Sa se simplifice: COS” X +COS”" y + 08" Z—2COSXCOSYCOSZ =1.
i . - sin? @ ~si 27
o) £ =SOSR FEMIOK 4y g = jx = 7X_ . O 2. Sa se verifice egalitatile:
cos41x - cos X COS™ X = COB" /X a) sin® 10° + cos? 20° + cos” 40° = 1,5;
, : cos 25° cos 70° cos 85°
. Sa se arate expresia E =sin® x + 2cosacosxcos(a + x)- cos”(a + x) b) " 4 _9
@ Sa A Jaws EXpEese (a+x) sin70°sin85°  sin25°sin85°  sin 25°sin 70°
nu depinde de x.
O 3. Sa se arate ca pentru orice n e N are loc egalitatea:
in nx si +1)x
sin 2x + sin4x +...+sin2nx = — -n(n )
sin x
228 229
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IV. APLICATII ALE TRIGONOMETRIEI

iN GEOMETRIA PLANA
0 PRODUSUL SCALAR A DOI VECTOR!

(J1. Se considera triunghiul ABC. Sa se demonstreze ca au loc relatiile:
a) 2AB - AC = AB? + AC? - BC?;
b? +c¢? —-a?

b) cos A =
2bc

2. Sa se determine produsul scalar al vectorilor:
a) a(3, 2), b(2, -3); b) a=1i+3j, b(6, ~2);
¢) a=3i+2j, b=2i-6]j.

Tl

(13. Sa se calculeze :1( + 5) si ab+a-c in cazurile:

d) a=3i-4j, b(2 1), ¢(4,1).
0J4. Sa se determine unghiul vectorilor: -
b) a=3i-2j b=2i+3];
d) a=i+/3j b=1
) a-2J31+2} b=1+3]

a)a=i+jb=1i-j
c) a(4, -3),b=3i+4j
e) a(V/3, ~1), b(0, 2);

5. Sa se determine mel pentru care vectorii a si b sunt vectori
ortogonali:

:31+2};

c) a(Z2m+1, m), b=i-

d) a(m® -1, 2), b=2i-14j;

a)5:11117+8 b= +J
b

b) a=mi+ Sj

e |

e) a(m+1 m -1), b(83m -1, —15).
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(6. Se dau vectorii a si b.

Sa se determine valorile parametrului real m
pentru care lmghm] o al vectorilor a si b este cel specificat:

a) a=mi+ |, b=i+j a=45

b) a=mi+j, b=1+mj o=30%

¢) a(m® +1, -1), b(1, m*), a = 45°;
d) a(vm, 1), b=1+3], « =30°.

07. Sa se determine parametrii reali pentru care vectorul a este ortogonal cu
vectorii b si ¢, in situatiile urmatoare:

@) a=i+2j b=mi+]j ¢=(m-n)i+mj
b) a=3i+mj b=6i-2nj ¢=(m, -3n);
¢) a=(m+n)i-2j b=6i+12] e=2i-3mj;

d) a=m*i+nj, b=i-nj ¢=2n%-mj

(J8. Sa se calculeze produsele AB-AC, AB-BC in cazurile:
a) A(2, 0), B(0. 3), C(4, 4):

b) A(-2. 1), B(3, -2), C(6, - 1);

c) A(L -3), B(2 1), C(2, - 3);

d) A(-3,-2), B(3, 2), C(2, - 3).

009. Se dau punctele A(m +1, 1), B(2, 3) si C(4, —m).
a) Sa se determine m € stiind ca AB.-AC = OA - OB - 2.
b) Sa se demonstreze egalitatea AB-OC = AC - OB.

(010. Se considera patratul ABCD cu latura de lungime / =1. Sa se calculeze:
a) AB-CD; b) AB-AC; ¢) AB-BD.

(11. Se considera hexagonul regulat ABCDEF cu latura AB =1. Sa se calculeze:
a) AB-AD; b) AB-DE; ¢) AB-AC; d) AB-CD; e) AC.EF: f) AF-CD.

(J12. Se considera punctele A(2,2),B(3,4), C(-L 3). Sa se calculeze:

a) AB: b) (E . AE)Z: c) (OA rOB+OC) .

(313.Se considera vectorul a = 3i -4j. Sa se determine vectorul b stiind ca
b-b=1sia-b=0
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(014.Se considera punctele A(l, 1) si B(5, 3). Sa se determine punctele M de
pe axele de coordonate pentru care au loc egalitatile:

a) MA -MA + MB - MB = 36;

b) OA-BM+OB-AM =14;

c) OM- AB + MA - MB = 14;

d) OA OB+MA MB =9,

(J15.Fie ABC un triunghi.
Sa se arate ca TB-KC+§K~I?C§+(5K~C—B:%(aZ +b? +c2).

(J16.Se considera triunghiul ABC. Sa se arate ca triunghiul este dreptunghic
in A daca si numai daca are loc una dintre relatiile:

a) AB.AC =0; b) AB-BC + AB =0.

(J17.Fie ABCD un patrulater convex. Sa se arate ca AD ||BC daca si numai
daca AD-BC = AD - BC.

0J 18. Se considera triunghiul ABC. Sa se arate ca pentru oricare punct O din
plan are loc relatia: OA - BC + OB-CA + OC - AB = 0. (Relatia lui Euler)

(J19.Sa se demonstreze concurenta inaltimilor unui triunghi folosind relatia
lui Euler.

(320.Se considera un patrulater convex ABCD. Sa se exprime in functie de
laturi si diagonale expresia E = AB-CD + BC - DA.

(J21.Fie D, E, F mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB] ale triunghiului ABC. Sa
se arate ca:

a) AD-BC+BE-CA +CF - AD = 0;

b) MD-BC + ME - CA + MF - AD =0, pentru orice punct M din plan;

¢) mediatoarele triunghiului sunt concurente.

[22.Sa se demonstreze folosind produsul scalar ca diagonalele unui romb
sunt perpendiculare.

[J23.Fie ABCD un paralelogram, O centrul sau si M un punct oarecare din
plan. Sa se arate ca au loc relatiile:

a) MA . MC - MO” ~%A‘CZ;
b) WB.WD:MT)_%W;
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¢) (MA + MB)(MC + MD) = 4M0” - BC’;
d) (MB + MC)(MA + MD) = 4MO” - AC".
(024.Fie ABCD un paralelogram. Sa se arate ca AC? + BD? = 2(AD” + AB?).

(025.Fie ABCD un patrulater convex. Sa se arate ca ABCD este dreptunghi
daca si numai daca are loc una dintre relatiile:

a) MA - MC = MB - MD;
b) MA® + MC® = MB? + MD? pentru oricare punct M din plan.

(26. Fie ABCD un patrulater convex.
a) Sa se arate ca AC L BD daca si numai daca AB? + CD? = AD? + BC?.
b) Daca punctele M si N sunt mijloacele laturilor [AB] si [CD], atunci
AD” + BC? + AC* + BD” - AB® - CD? = 4MN?. (relatia lui Euler)

02/.Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Sa se arate ca:

GA? + GB? +GC? :M

(128.Sa se demonstreze folosind produsul scalar:
a) teorema liniei mijlocii intr-un triunghi;
b) teorema catetei intr-un triunghi dreptunghic:;
¢) teorema inaltimii intr-un triunghi dreptunghic.

(029.Fie [AD bisectoarea interioara a unghiului A in triunghiul ABC. Sa se
demonstreze ca AD? = bc-BD - DC.

(330. Prin mijloacele laturilor unui patrulater convex se duc perpendicularele
pe laturile opuse. Sa se arate ca daca trei dintre aceste perpendiculare sunt
concurente, atunci toate cele patru perpendiculare sunt concurente.

@) TEOREMA COSINUSULUI TEOREMA SINUSURILOR

1. In triunghiul ABC se cunosc a =10, b=5, ¢ = /50.
a) Sa se determine cosinusurile unghiurilor triunghiului.
b) Sa se calculeze cos(B+C) si sin(2A + B).

(2. Sa se arate ca intr-un triunghi oarecare ABC au loc relatiile:
a) a=bcosC + ccosB;
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b) acos(B~-C)=bcosB+ccosC;

2 2 2
a“+b*+c
c) abcosC +accosB+bccosA =

(13. Sa se demonstreze ca intr-un triunghi oarecare au loc relatiile:
a) (b* +c® -a’)tgA=(a’ +c’ -b?)tgB;
b) sin? A + 2sin Bsin Csin A = sin® B + sin” C;
¢) bcosC-ccosB = : ;C2 g
d) asin(B-C)+bsin(C-A)+csin(A-B)=0;

e) (a+b)cosC+(b+c)cosA+(a+c)cosB=a+b+c

bcceos A +cacosB+abcosC
asinA +bsinB+csinC

=R.

(14. Sa se demonstreze ca triunghiul ABC este dreptunghic in A daca si
numai daca sin® B + sin® C = sin® A.

(J5. Sa se arate ca triunghiul ABC avand laturile a =82, b=56, c=30 este
triunghi obtuzunghic.

6. Se considera triunghiul ABC in care a=2m+1, b= m?> -1, c=m’+m+1.
a) Sa se determine m € R pentru care triunghiul exista.
b) Sa se arate ca triunghiul ABC are un unghi cu masura de 120°.

(17. Fie ABC un triunghi. Sa se arate ca numerele a’, b®, ¢* formeaza o
progresie aritmetica daca si numai daca ctgA, ctgB, ctgC sunt in progresie
aritmetica.

18. Sa se determine masura unghiului A in triunghiul ABC stiind ca laturile

a, b, ¢ sunt direct proportionale cu numerele 7, 8 si 3.

[J9. Sa se determine unghiurile triunghiului ABC stiind ca are laturile sale
proportionale cu numerele 2, \/5 si 1+ «/5

£110. Sa se determine natura patrulaterului ABCD stiind ca lungimile laturilor
si ale diagonalelor apartin intervalului [1, J2 J

(J11.Sa se studieze un triunghi in care are loc relatia 2 ; €= ctg-g.
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(J12.Fie A, B, C puncte in plan, B € (AC). Sa se arate ca pentru oricare punct

O din plan are loc relatia OA® -BC + AC® - AB =0B? . AC + AB-BC - AC. (Relatia
lui Stewart) '

(118.Fie triunghiul ABC si punctele M, N e (BC) astfel incat:
im (BAM) = m (CAN).

2
a) Folosind teorema sinusurilor sa se demonstreze ca BM BC _AB

CM CN AC*
(Relatia lui Steiner)
b) Ce devine relatia lui Steiner pentru M =N?

(J14.Sa se demonstreze teorema lui Menelau folosind teorema sinusurilor.

[115. Fie triunghiul ABC si D ¢ BC. Sa se arate ca —o = & SINBAD

DC b sinDAC
(J16.Fie AD, BE, CF inaltimi in triunghiul ABC si H ortocentrul triunghiului.
Sa se arate ca:

a) HA =2R(cosA);  b) HA” + BC® =HB® + AC® = HC® + AB” = 4R”.

(17.Pe latura [BC] a triunghiului ABC se considera punctul M. Dreapta AM
intersecteaza cercul circumscris triunghiului ABC in punctul N. Sa se arate ca

AM
raportul AN are valoare minima daca [AM este bisectoarea interioara a
unghiului A.

(J18.Fie ABC un triunghi si punctele M e(AC), N € (AB). Sa se demonstreze

ca triunghiul ABC este dreptunghic in A daca si numai daca BC’ +MN® =BM +
+CN?.

(319. Se considera un unghi X/O\V si un punct fix A pe bisectoarea interioara a

acestuia. Prin A se duce o dreapta variabila care intersecteaza laturile

unghiului in M si N. Sa se arate ca expresia E:LJF—]— nu depinde de
OM ON

pozitia dreptei.

[320. Fie patratul ABCD si E e (AC) cu proprietatea ca m(CBE)=30°. Daca F

este simetricul lui E in raport cu punctul C, sa se arate ca triunghiul BCF este
echilateral.

f21.Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Sa se arate ca are loc relatia:
AB-CD + AD-BC = AC - BD. (Teorema lui Ptolemeu)
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&) APLICATII VECTORIALE iN GEOMETRIA PLANA

» =

(J1. Se considera triunghiul ABC si M mijlocul segmentului [BC]. Sa se

2(b*+c*)-a*

demonstreze ca are loc relatia AM? = . (Relatia medianei)

(J2. Sa se arate ca {riunghiul ABC este dreptunghic in A daca si numai daca

2 2 2\ .2
2(m3 + mj +mf)=3a’.

(13. Sa se arale ca medianele unui triunghi ABC verifica relatiile:

a) m’ +mj +m = Z(dl +b? +c*);

9
b) mi +m} + mg = E(a" +b* +c').

(14. Sa se arate ca triunghiul ABC esle dreptunghic in A daca si numai daca
are loc una dintre relatiile:

a) a=2m,; b) m} + m? =5m5.

(15. Sa se arate ca pentru oricare punct M din planul dreptunghiului ABCD
are loc relatia MA? + MC? = MB? + MC?,

16. Se considera triunghiul ABC si punctul M e (BC) astfel incat BM = 2MC.

Daca a =6, b=8, ¢ =6 sa se calculeze lungimea segmentului [AM].

7. Fie ABC un triunghi echilateral cu lungimea laturii AB =a si M e (AC),

astfel incat AM = % MC. Sa se calculeze:

a) lungimea medianelor triunghiului BMC:

b) lungimea bisectoarei interioare a unghiului BMC in triunghiul BMC.

(8. Patratele laturilor triunghiului ABC sunt in progresie aritmetica. Sa se
arale ca patratele medianelor triunghiului sunt in progresie aritmetica.

(9. Fie (riunghiul ABC dreptunghic in A. Sa se delermine laturile si
unghiurile triunghiului stiind ca medianele din B si C au lungimile egale cu
J7 . 13

si ——.
2 2
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(110.Fie triunghiul ABC in care AB=34, BC=56 si punctul Me (AC) cu

proprietatea ca AM =MC si BM =39. Sa se afle distanta de la punctul M la
dreapta BC.

111.S5a se arate ca medianele din varfurile B si C ale triunghiului ABC sunt
perpendiculare daca si numai daca AB” + AC* = 5BC?,

112.Medianele unui triunghi au lungimile 13, J601, respectiv 2./61. Sa se
determine lungimile laturilor triunghiului.

(13.Fie ABCD un paralelogram. Sa se arate ca daca pentru oricare punct M
din plan are loc relatia MA? +MC” = MB” + MD”, atunci ABCD este
dreptunghi.

(14.Fie E, F, G, H mijloacele laturilor patratului ABCD. Sa se arate ca pentru
oricare punct M din plan are loc egalitatea:

MA? + MB? + MC? + MD? = ME? + MF? + MG? + MH? + AB?.

015.Fie ABC un triunghi echilateral si M. N, P mijloacele laturilor
[BC]. [AC], [AB]. Sa se arate ca pentru oricare punct S exista relatia:

SA? + SB? + SC? - SM? - SN? — sp? :%ABZ.

(J16.Fie [AB] diametru in cercul ¢ (O, r) si punctele M, N € (AB) astfel incat
MA = NB si P un punct mobil pe cerc. Dreptele PM, PN intersecteaza cercul in

punctele Q si R. Sa se demonstreze ca expresia esle constanta.

e
M@” NR?
17.Fie ABCD un patrulater convex si M € [AB]. N ¢ [DC]. P e[BD]. Q € [AC].
Sa se arate ca au loc relatiile:

a) AD? + BC? + AC? + BD” = AB? + DC? + 4MN?;

b) AB® + BC* + CD? + AD? = AC? + BD? + 4PQ?.

(J18.Sa se arate ca patrulaterul ABCD este paralelogram daca si numai daca
AB? + BC* + CD? + DA = AC* + BD?. (Teorema lui Apollonius)

019.Fie M un punct oarecare pe cercul circumscris patratului ABCD. Sa se
arate ca expresia MA? + MB” + MC? + MD? este constanta.

(J20.Fie ABC un triunghi echilateral si D simetricul lui A in raport cu BC. Sa

se arate ca pentru oricare punct M de pe cercul cu centrul D si raza AB
segmentele [MA], [MB], [MC] pot fi laturile unui triunghi dreptunghic.
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J21.Sa se arate ca in oricare triunghi ABC au loc relatiile:

a) ¢, Sb+c

i b) ly+ i+l <a+b+ec,

(022.Fie ABC un triunghi si G centrul sau de greutate. Sa se arate ca pentru
oricare punct M din plan are loc egalitatea:

MA? + MB® + MC? = 3MG?® + GA? + GB? + GC?. (Relatia lui Leibniz)

0 28.Fie ABC un triunghi si G centrul sau de greutate, iar R si O, raza,

a® +b? +¢c?
9

(J24.8Sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral daca si numai daca:
a® +b? +c* = 9R2,

respectiv centrul cercului circumscris. Sa se arate ca OG? =R? -

(125.54 se demonstreze ci in triunghiul ABC, cu notatiile uzuale, au loc
egalitatile:

a) OH® =9R’ - (a” + b* + ?);

b) GH? = 4R? —é(a2 +b? +c2);
9
¢) 0,G* =%R2 —516(512 + b % c2), unde O, este centrul cercului lui Euler.

[126.Sa se arate ca in triunghiul ABC are loc relatia:
OH? =R’ (1-8cos A cos BeosC).

(J27.5a se arate ca triunghiul ABC este echilateral daca si numai daca:

cos AcosBcosC =é.

(028.Se considera punctele fixe A si B. Sa se determine locul geometric al
punctelor M din plan pentru care suma MA” + MB? este constanta.

(129.Se considera punctele A, B, C necoliniare. Sa se determine locul
geometric al punctelor M pentru care suma MA? + MB? + MC? este constanta.

(030.Se considera triunghiul ABC. Sa se determine Me (AC) pentru care

suma BM? + CM? este minima.

J31.Fie ABCD un patrulater convex. Sa se arate ca AB| CD daca si numai
daca AC? +BD? = AD? + BC? + 2AB - CD.

(132.S4 se arate ca paralelogramul ABCD este dreptunghi daca si numai daca
AB? + AD? = AC - BD.
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APLICATII TRIGONOMETRICE iN
GEOMETRIA PLANA

4.1. REZOLVAREA TRIUNGHIURILOR

01. In triunghiul dreptunghic ABC se cunoaste m(ﬁ):15° si ipotenuza

a=4. Sa se determine elementele triunghiului.

J2. Sa se rezolve triunghiul ABC, dreptunghic in A, in cazurile:
a) a=20, b=10V3; b) a=10, c=5;
c) a=8 C=30% d) a =23, B=60°
e) b=6, B=60° f) b=8, C=30%
g) c=10, B =45% h) a=27, C=45°,

(03. Sa se rezolve triunghiul ABC, dreptunghic in A, in cazurile:

3
a) a=10, sinB:%; b) a =20, sinng;

1

¢c) b=8, cosC=%; d) c=18, th=§:

e) a=20, sinB+cosC=g; f) b=16, tgB+ctgC=2.

(04. Se considera triunghiul ABC, dreptunghic in A, si De(BC) astfel incat
AD 1 BC. Sa se completeze tabelul:

AB | AC | BC | AD | BD | DC
36 60
56 70

5 12
27 45
24 18
36 64
36 48
25 8
120 72

05. Se considera triunghiul ABC, dreptunghic in A si De(BC) astfel incat
AD L BC. Sa se determine lungimile segmentelor [AB], [BC], [AC], [AD], [BD],
[DC] in cazurile: '

a) AB =60, BD = 36; b) BC =150, BD = 36;
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c) AB =60, AD = 48; d) AC =80, AD =48;

e) AC =80, BD = 36; f) BC =100, AD =48;

g) BC =50, DC = 32; h) AC =80, 16BD = 9CD;
i) BC =100, 16BD = 9CD; j) AD =48, 16BD = 9CD:
k) 4AB = 3AC, BD + AC = 29.

J6. Sa se rezolve triunghiul ABC, dreptunghic in A, stiind ca:
a) a=8/3, B=2C b) b=12, 3B +2C = 225%
c)a+b:2+\6,é:30“‘: d) a-c=1 B=60%
e atc=3 a+b=24+3; fla=2 b+c=14+3.

(7. Sa se rezolve triunghiul ABC, dreptunghic in A, in cazurile:

a) a=10, sinB+cos®C = 2

b) b =20, cos” B+35inC:£:

c) b+a=180, sinB:%: \

d) b+c=140, tgB ==

e) be =300, (gC = g:
f) btc=10, sinB+sinC = J2:
g) b+c=16, cosB+cosC = /2:
h) a-10 SnB-cosB_, g
sinB +cosB
(8. In triunghiul ABC, dreptunghic in A, se cunosc BC =10 si C =30°. Sa se
calculeze:

a) lungimile medianelor;
b) lungimile bisectoarelor.

(9. In triunghiul ABC se cunosc A =105° B=230° Sa se determine laturile
triunghiului daca:
a) AB=18; b} AC=40; ¢) BC=16.

310.Masurile unghiurilor triunghiului ABC sunt proportionale cu numerele

3,4 si 5, iar AC =122, Sa se determine lungimile laturilor si functiile trigono-
metrice ale unghiurilor.
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(111.5e considera trapezul ABCD cu bazele AB, CD si AD L AB, AC L BD. Sa

se determine lungimile laturilor si diagonalelor trapezului stiind ca AB = 62
si CD =16v2.

[112. 54 se rezolve triunghiul ABC in cazurile:
a) a=4, A=60° B=45%b) a=12, B=105°, C =15
¢)b=2c=4,A=60% d) c=4J3 -4, b=4, A=60°

_3\/§+\/§
o

e) a b=1,c=2+\/§;f)a:2,b=x/—2_,(::1+\/§.

(13.8a se rezolve triunghiul dreptunghic ABC cunoscind masura unghiului
B si suma catetelor AB + AC.

(14.In trapezul dreptunghic ABCD, baza mare AB =10, latura oblica BC are
lungimea de 8, iar AC = 6. Sa se determine perimetrul trapezului.

(15.1n triunghiul dreptunghic ABC suma catetelor este AB+AC =1+ V3, iar

inaltimea din varful A are lungimea h = ? Sa se rezolve triunghiul ABC.

016.Sa se rezolve triunghiul ABC, cu m (A) =90° stiind ca mediana din A

are 2 cm, iar suma catetelor este egalia cu 2+ /12 cm.

017. Patrulaterul ABCD are diagonalele [AC] si [BD] perpendiculare. Daca

AB =5, BC=4y5,CD=10, AC=11 sa se determine perimetrul patrulaterului
si lungimea diagonalelor.

(118.5a se rezolve un triunghi ABC stiind ca masurile unghiurilor formeaza o

3+3
2

progresie aritmetica, sinA +sinB+sinC = , iar latura cea mai mare are

6 cm.

(019. Sa se rezolve un triunghi dreptunghic ABC in care:
b-a=8 B-A=30°%c=8+4/12.
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4.2. RAZA CERCULUI INSCRIS SI RAZA CERCULUI
CIRCUMSCRIS UNUI TRIUNGH/!

[120.Sa se exprime in functie de laturi, razele cercurilor inscris si circumscris
ale unui triunghi echilateral.

(J21. Se considera triunghiul isoscel ABC in care AB=AC =50 si BC =60. Sa
se determine razele cercurilor inscris si circumsecris triunghiului ABC.

022.Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Sa se arate ca:
a)rzg%gz b) 2(R+r)=b+c

(323. Fie M mijlocul ipotenuzei [BC] in triunghiul ABC. Sa se exprime in func-

tie de laturile triunghiului razele cercurilor circumscrise si inscrise triunghiu-
rilor ABM si ACM.

0J24.Fie ABC triunghi dreptunghic si [AD bisectoarea interioara a unghiului

A. Daca R,, R, sunt razele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABD si ACD,

R .
sa se calculeze LL
a

(025.Se considera triunghiul isoscel ABC. Pe baza BC se ia punctul M. Sa se.

compare razele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABM si ACM.

[026.5a se rezolve un triunghi ABC dreptunghic in A stiind ca raza cercului
inscris este 1 =+/3 -1, iar raza cercului circumscris este R = 2.

327.Sa se arate ca daca in triunghiul ABC exista relatia b + ¢ = a + 2r, atunci
triunghiul este dreptunghic.

(J28. Sa se rezolve un triunghi ABC in care R =8, A =120° B =45°,

4.3. FORMULE PENTRU ARIA TRIUNGHIULUI
(329.5a se determine aria triunghiului ABC, in cazurile:

a) a=37, b=46, C=60" b) h=28, c=42, A =30

¢) a=8 B=105°C=45%d) a=3,b=4,c=5

€) a=10, A =30° B=120% e) a=8, A=45°, C=60".

030. Cate triunghiuri sub aspect metric exista daca a=13, b=15, S=247?
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(131.5a se afle aria triunghiului ABC daca b=2J6, a+c=6++12 si B =§

[32. Sa se arate ca intr-un triunghi ABC oarecare are loc relatia:
I 1 1 1

—t— =

ab bc ac 2Rr’

(133.Fie ABC un triunghi oarecare. Sa se arate ca au loc relatiile:

a) sinA+sinB+sinC=£:

b) cosécosgcosg— p_.
2 2 2 4R’
c) tgé_tggtggzl’
2 p
d) smésmgsmg S
2 2 2 4R

e} r=(p~a)tg5.

(134.Sa se demonstreze ca intr-un triunghi ABC ascutitunghic are loc relatia:
A= 2S
b?+c*-a?’
(335.5a se arate ca intr-un triunghi ABC au loc relatiile:
a) 25=R(acosA +bcosB+ccosC);
b) 45 =b? sin 2C + ¢? sin 2B;

; A B C
cS:z[ct~+t—- e [
) r g2 Cg2+ctg2J

a® + b? +¢?

d) 4S= .
ctg A +ctgB +ctgC

(136.1In oricare triunghi ABC au loc relatiile:

a) cos A +(:osB+cosC=l+§—;

b) tg~+tg—+1gg 4R+r’
p
c) sin2é+sin B+Sm2§——l—~r—
2 2R

(037. 54 se determine masurile unghiurilor unui triunghi stiind ca:

S—4(a +b2)
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(138.Daca M este un punct pe cercul circumscris triunghiului ABC, si se
arate ca AM? sin2A + BM” sin 2B + CM? sin 2C = 48S.

[139.5a se demonstreze ca intr-un triunghi ABC are loc relatia:
a’ctg A + b’ctg B+ c’ctgC = 48.

(J40. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Sa se arate ca aria S' a triunghiului
ortic este S'=2Scos A cosBcosC.

[J41.Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si R, R,, R, razele

cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC, COA, AOB. Sa se arate ca:
1 1 1 4 R

Sttt
R R R, R’ R,R,R,
(342.Fie ABCD un patrulater convex si {O}= AC~BD. Sa se arate ca daca

o= m(PI)\B) atunci aria patrulaterului este S = % AC-BD -sina.

(343.5a se arate ca triunghiul ABC este dreptunghic in A daca si numai daca

are loc egalitatea mj + mj, + m? = 2(214 ~48%).

(J44.Fie ABCD un patrulater convex i care se noteaza AB=a, BC=b, CD= (8

a+b+c+d

DA =d, p=- . Sa se arate ca aria patrulaterului ABCD verifica relatia:

5% =(p-a)(p-b)(p-c)(p-d) - 4abed cos’ B—;D . (Teorema lui Bretschneider)
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TESTE DE VERIFICARE
Testul nr. 1
Q 1. Laturile unui triunghi ABC sunt AB=6, BC = 10, AC=14. Sa se
determine cel mai mare unghi al triunghiului.
O 2. In triunghiul ABC are loc relatia b? = ac. Daca mediana m. este medie

Q 3.

geometrica intre a si b sa se determine m (C)

- Se considera punctele M e (AB), N e(AC) pe laturile triunghiului ABC

astfel incat AM =3MB si AN =2NC. Sa se compare ariile Samn S Spync-

Testul nr. 2

- Sa se arate ca in oricare triunghi ascutitunghic are loc relatia:

(b” +c? —az)tgA:(a2 +c? - b?)tgB.

. 5a se arate ca laturile triunghiului ABC, a, b, ¢ sunt in progresie

aritimetica daca si numai daca numerele ctg%, ctgg, ctgg sunt in

progresie aritmetica.

. S5a se arate ca triunghiul ABC in care are loc egalitatea

sin A = 2sinBcosC este isoscel.

Testul nr. 3

- Sa se arate ca in oricare triunghi ABC are loc egalitatea:

2. A B, C
S=pitg—tg—tg—.
pg2g2g2

. Sa se rezolve triunghiul ABC stiind inaltimile hy =60, h, =36 si

a=RcosA.

. 5a se afle aria unui triunghi ABC stiind ca b+c =5, A =120° si £, =1,2.

Testul nr. 4

. Sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral daci si numai daca

S= %pR sin Bsin C.

- Sa se arate ca patrulaterul ABCD este patrat daca si numai daca aria sa

S este data de 16S = (AB + BC + CA + ADY’ .
Fie ABCD un paralelogram ale carui diagonale fac un unghi de mas.. a
AB? - BC?

a.=45° Sa se arate ca aria paralelogramului este S = )
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V. PROBLEME RECAPITULATIVE

DE GEOMETRIE

R1. Fie ABC un triunghi si A}, B;, C, mijloacele laturilor [BC], [AC], [AB].
Sa se arate ca pentru oricare punct M din plan are loc egalitatea:
OA +OA, = OB, +0C,.

R2. Fie ABC un triunghi. Sa se determine punctele M din plan in cazurile:
a) MA + MB are aceeasi directie cu BC;
b) MA + MB + 2MC este coliniar cu AB;
c) ‘W+W’:\m+m‘.
R3. Se considera punctele O, A, B, C necoliniare. Sa se construiasca punctul
M in situatiile:
a) OM - 304 + - OB;
b) OM =50A - 30C;
¢) OM = OA + OB - 20C;:
d) OM = MA + MB.
R4. Sa se determine m e R pentru care vectorii sunt coliniari:
a) a=(m+1)i+(m-1)j b=(m-2)i+mj
b) a=m’i+(m-1)j, b=(m+1)i-3j.

R5. Fie A, B doua puncte in plan.
a) Sa se arate ca exista un singur punct C in plan cu proprietatea ca

2AC + 5BC = 0.
b) Pentru oricare punct M din plan are loc egalitatea 2AM + 5BM = 7CM ?
R6. In reperul (O. i, j) se considera punctele A(6, 0), B(1, 5), C(0, 4).
a) Sa se determine coordonatele vectorilor AB, BC, AC.
b) Sa se arate ca punctul M{ % 3] este egal departat de punctele A, B, C.
c) Sa se arate ca patrulaterul OABC este inscriptibil.
R7. Fie A(-1 5), B(-2, 2), C(0, 4).

a) Sa se determine coordonatele vectorului v = OA + OB + OC.
b) Sa se afle coordonatele centrului cercului circumseris triunghiului ABC.
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R8. Sa se determine multimea punctelor M din plan, stiind ca:
a) OM=(4-m)i+(m-5)j mem;

b) W:(3n1~1)§+(m+gJ],meD;
L2 3
¢) AM=mi+3j meR si A(-1, 2).

R9. Sa se determine a, be R stiind ca punctele A(a+1, b), B(3a-b, 2b-1),
C(2,1), D(4, -1) sunt coliniare.

R10. Se considera punctele A(2, 4), B(-m, m -2), C(s, 2). Sa se determine

m € R pentru care dreapta OB are aceeasi directie cu vectorul AC.

R11. Fie P un punct interior triunghiului echilateral ABC. Daca D, E, F sunt
proiectiile lui M pe laturile triunghiului, sa se arate ca:

PD + PE + PF = :;’-P—O. unde O este centrul triunghiului.

R12. Pe laturile paralelogramului ABCD se iau punctele P, @ R 8§ eu
proprietatea ca AP =mPB, BQ=mQC, CR=mRD, DS-= mSA, meR. Sa se
demonstreze ca PQRS este paralelogram.

R13. Se considera punctele A, B, C, D varfuri ale unui patrulater convex. Ce
conditii indeplineste ABCD daca vectorii de pozitie ai varfurilor verifica relatia
I, +BI; =1y + 51, ?

R14. Se dau punctele fixe A si B si punctul M exterior dreptei AB. Sa se arate
ca rezultanta vectorilor 2MA si 5MB trece printr-un punct fix.

R15. 5a se verifice egalitatile:
) cos12° + 3.sm 12 N \/5;
cos 3° — sin 3°
cos 5° + sin 25° B
c0s25° —sin5°

¢) sin* = 4 sin* an sin¥ 2% rsin® 752 g;
8 8 8 2

d) cos* X 4 cos® 38 ot 28 20080 1 = é;
8 8 8 2

e) sin20°sin 40° sin 60° sin 80° = %;
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R16.

R17.

R18.

R19.

R20.

f cos15° -sinl5° _Q'
tg15°+ctgls® 8 '

g) tg20°-tg40°-tg60°-tg80° = 3;

. . 3
h) sin”10° + cos? 20° + cos? 40° = 5

Sa se verifice egalitatile:

a) sin4x +2sin 2x = 4 sin* 2x - cos? x;

b) (7 +cos4x)’ = 32(1 +sin® x + cos® x):
1-2tgx-ctg2x =tg?x.

1+2ctgx-ctg2x

Sa se descompuna in produs:

a) sin® (x +y) - sin® (x - y):

b) sin(x+y-z)-sin(x+y)-sinz

€) COSX +COSY +COSZ+ COS(X + Y +2);

d) sin(x —y)sin(x - z)-cosycosz;

e) lgx +tgy +tgz—tg(x+y+2);

f) cos® x + cos? (x +120°) + cos” (x + 600°).

Daca tgx —ctgx =3, sa se calculeze valoarea expresiei:
E=tg4x +41tg2x +6.

Sa se verifice egalitatile:

a) cos’ x —cos® 2x + sin® 3x = 2 cos x sin 2x sin 3x;

b) sin2x +sin2y + sin2z - sin (2x + 2y +2z) =

=4sin(x +y)sin(y + z)sin(z + x).

Sa se aduca la o forma mai simpla:
tg2a +tg2b - (ctg2a + ctg2b)
a) E=
tga+1gb —(ctga+ctgh)
b) E = 3+cosda-4cos2a tg*a.

3+cos4a+4cos2a

m + sin2x + mcos 2x

a a ia E = nu depinde de m.
. Sa se demonstreze ca expresia [ ———
. Sa se demonstreze ca in oricare triunghi ABC are loc egalitatea:
cos A cosB cosC
sinBsinC sinAsinC sinAsinB
248
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a) x> -2x+2=cosy;
b) x* + 2xsin(3y)+1=0;

c) y+i:1+sin2x;
y

d) 2 +2 =1+cos?y;

e) 2 +2" =1+sin®x.

R24. Sa se determine natura triunghiurilor in care au loc relatiile:
a) sinB + cosB =sinC + cos C;

b) cos2B + cos2C - cos2A = 1;
c) cos® A +cos?B+cos?C=1:
d) 1+8sinAsinBcosC = 0:;
e) 8cosAcosBsinC =+/3.

R25. 54 se arate ca daca in triunghiul ABC exista relatia b +c¢=2a, atunci
B 1S L |
. 2 2

R26. Sa se arate ca intr-un triunghi ABC are loc relatia - + 1 + Ll =t

h, h, h, r

R27. Sa se arate ca daca intre laturile triurghiului ABC exista relatia
abc(a+b+c¢)=168? triunghiul este echilateral.

R28. Sa se arate ca daca intr-un triunghi ABC au loc relatiile a +b = 2c¢ si
sin A + sin B = /3, triunghiul este echilateral.

R29. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A. Sa se arate ca pentru oricare
punct M e BC are loc egalitatea a® - MA? = b* - MB? + ¢* - MC?. (Relatia lui Van
Aubel)

R30. Se considera triunghiul ABC dreptunghic in A. Sa se arate ca daca
m(B) - g, atunci BC” - AB + 4AC° = 3BC? - AC.

R31. Fie ABC un triunghi si H ortocentrul sau.
Sa se arate ca: 4S=a-AH+b-BH+c¢-CH.
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R32. Si se arate ca intr-un triunghi ABC au loc egalitatile:
A, B B _C c. A
teotg—+tg—tg—+tg—tg—=1
W tggten rieg 8y Tieg ey
a b ¢ _4pR

+ + =
sin?® s B sm?E T
2 2 2

b)

R33. Sa se determine cosinusurile unghiurilor triunghiului ABC stiind ca
laturile a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica cu ratia r, raza cercului inscris.

R34. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Sa se arate ca
distantele d,, dg, d. ale punctului O la laturile triunghiului verifica egalitatea

d, +dy +d;, =R+r. (relatia lui Carnot)

R35. Sa se arate ca pentru oricare neN':

a) \[2—\/2+\/2+...+«/§ =251n-2%1—; b) \E+J;+V2+-~'+ﬁ :2005—2':71-

n radicall

n radicali

R36. Se considera sirul (a,) dat de relatia de recurenta:

'a1=\/§ sia,, = /2+an.n21.

a) Sa se arate ca (a,) este monoton si marginit.

b) Sa se determine a,,.
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INDICATII SI RASPUNSURI

ELEMENTE DE ALGEBRA

Capitolul I. MULTIMI SI ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

1. Multimea numerelor reale
1.1. Operatii algebrice cu numere reale

@a) g+2§=9; b) £(99—9):11‘ c) 8 d 1 !
3 3 90 ) B ) '"E.XZZ.yZE.@A:L

B=-1. 7/ E=0. 8] (a-1)"+(b-2)’ =0=a=1b=2 si a®® 4 (b-a)*® =2

2 | .

[11]a) (a-5b) +(a+5)"=0sia=-5 b=-1 b) (3y—x)2+(2x~3)2:O:X:§

y=-3. 2] r=9=3 [i3] .
— ~—g-19?2 _ 3

3 r 3. 13 r=64=4". a) 5a amplifica cu (a—b) si se folo-

seste formula d 2y & -5
e calcul prescurtat (x-y)(x+y)=x*-y®. Se obtine - L2

a—

b) A=—2 = : ;
) 1_}_ . Pentru a—2:A<2.@Sescrie (a+b~3)z+(a4b—2)2=0
a

L
2

B ey 1 e
p4.geQ\l)@ZeD\Q.28.Sepoatenota 4-x=a,vd+x=h

si se obtin = = LY
tine a . b % P2, Ps» Py sunt propozitii adevarate (p3 12 eM;

Rezulta ca a® + b = 8, x = 2 —2" 1221
zulta ca a® +b” =8, x = = ,ab+4:( 2).iarE(x):O.

]x+y—5|+|2x+y+5]—|x7y~4|+|2xvyA5|:l1. 29, Se folosesc formulele

radicalilor compusi A ++/B = IA“LC & ,A_C unde C=JA” _B
2 3 s

A=10,B=6,C=2. B1] a=b=1. B2] a=4-2/3,b=y2-3. Se obtine
-1e@. [83] a=1++3, b=2++/3. 34]0.85]0.[36] 18.
5710 1 V231 (V2+VB+1)(4-2/6) (V2 +3+1)(V6 -2)

(V2+43)-1  4+2/6 -8 ) 4
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B8] a) (\/g+2)2: b) (\/_3_-%\/5)2: d) V2. 39 a) Se poate nota x +Vx* -1 =a si
b) -1

rezulta a? +1=2ax, a®>-1=2avx® -1 si expresia se scrie
¢) va ++b; d) Va —/b; e) V2x +/3y.
Se rationalizeaza numitorii. a) vn: b) 1 -
‘ 4x -5 4x —
n(vn+1-+vn). M si
2] n(J ) B3] ————eNsi
{0 = l} C:{4};D={3, §} E= @@_7 .
3’3 2 2 2 2
xe{-7.-113,5,11}.
Teste de verificare (pag. 13)
Testul nr. 1
Iﬂ A~g B=1, @Notam 2x? -3J2x +1=y si se obtine (v+4

y-2 =
3 etc.@A—

2 —1

1
[ =441,
L &n

: este patrat perfect, xe # = A =1{2}.

@ Notand

4x% + x -1=y se obtine

Testul nr. 2
2] 3 m eN astfel incat x* +8x +20=m’ = (x+4) -

2 el =

2 . 2
=>(x+4-m)(x+4+m)=-4 etc @ 0. @ Se scrie (E,lj +(X—-Z~] +
y

Z /

2
+[E_E_j :Oixzyzz,
Yy X

1.2. Ordonarea numerelor reale (pag. 14)
- [46. Se foloseste inegalitatea mediilor m,,,, <M, E?. a) se aplica inegalitatea

m, >m,. b) Avem b®+c®>2bc de unde rezulta a(b® +e %)= 2abe. Se scriu si
relatiile analoage si se insumeaza. ¢) Avem a®+b’=(a+b)(a’+b’-ab)z
2(a+ b)ab si relatiile analoage. Se insumeaza aceste relatii. d) Se aduce
relatia la forma (a-b)”* +(b —c)’ +(c—a)” 20. e) Se dezvolta (a+b+ c)’ sise
foloseste d). f) a® +b® +c® =(a+b+ c)(a"‘ +b* +c? —ab-ac - bc) + 3abc = 3abc,

v a, b, ce(0, +x). g) Se poate scrie sub forma (a2 +b2)2 *8813(82 +b2)+1632b2 z0.
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h) Inegalitatea se aduce la forma (a— b)2 +(3ab - l)2 > 0. i) Se foloseste inegal
= . 5 eg i_

‘ a+b _|a?+Db? a* 4 bt .
tatea 5 < \/ = < 5 J) In inegalitatea f) se ia ¢ - 3.

@ a) Se aduna inegalitatile o + ]2 22 si analoagele. b) Din “ + E >9— i‘ b
b a b 2 Z L= b +ap =

) b3 ) C3 , B
> 2a®. Analog, —+ be = 2b?, o . Prin adunare rezulta a’ +b_3 . c?
b

c  a
1

+ac = 2¢?

>2(a® +b® +c?)-(ab+ac+be)=a? + b2 + ¢ i 3

( )-(ab+ac+be)>a? +b* +c z25(@a+b+e). e) ab+bc+ca-=

‘(a+b+c)2~(a2+b2+c2) (atb+ef -1

- i = 5 2~5. Din 47 d) = ab+ac+bc<a? +

+b* +c? =1.

a) Cu inegalitatea mediilor avem: ; Ay et Ay 4 Ay e # B ) <

catayteta, 1 k-1n si R -

< _Hz = 5 =L n sise insumeaza. b) Inegalitatea mediilor conduce
Ca@, 1 1 ;

la Ty <§ aa, = 4(a1 +a,) si analoagele, dupa care se insumeaza. ¢) Scriem

fxz + Xy +on
Xl

+X,  [1-x, N 1 .
= — E si analoagele, dupa care se insumeaza.
1

1
5o] Jaa; <222 |
Se foloseste [a,a <~— i jell 2, .., n| sise insumeaza.
B1.a) Avem b(a® +c )+c(a +b?)+a(c® +b*)=a®(b+c)+c?(a+b)+b’(a+c):
>a’+ b’ +c® b)Din a<b+ec rezulta a? < b? + 2 +2bcs2(b2 +c2).

” 1
B Jaa \F\/a_+_1+f 2/a’

B4, a) Dii 47 a) avem (a+b)(b+c)(c+a)z8abe. Folosind a+b+c=1 rezulta
(I-c)(1-b)(1-a)z8abc<>ab+ac+bc—a—b-c+128abe < ab +ac + be =
1 1

= 9abc, (2) <::>;+E+E 2 9. b) Din 47 ¢) si ipoteza avem ab + ac + be < l iar
; 3

%

cu (2) se obtine 9abc < ab + ac + be < é deci abe < i c) Avem ¢ = l
27 '

an

si ine-

galitatea se scrie a+b+ Lb = 3. Deoarece ab < (gJ ‘“:“'5‘2 avem a+ b+
4

a 2
+$73 S+—b73>S+—S4—~3- *35-+4 (S+I)S(QS 2) > 0.
Da]Avem J(Bx - 2 +16+‘}y 3\/_ +1>4+1=5,Vx. yek.
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1 1
Relatia din ipoteza se scrie L +—1— + L =1. Notand —=a, —=Dh,
Xy

1
— c’
yZ Xz Xy vz Xz

1
avem a+b+c=1, iar concluzia se scrie 36s4[l+i+lJ£9+~—. Prima
a b e abc

inegalitate rezulta din 54 a). Pentru a doua inegalitate, fie S=x+y, p=Xy.

Rezulta ca z = % Daci E =9+ x*y?2® - 4(xy + xz + yz) cu ajutorul lui S si P

s?(P-2) +(P-3)
(P-1)°

2 2 2
57 Se foloseste inegalitatea a+l:;>+c s,/a +t; *C siave).
Se noteaza a=\]g, b=\/i, c:\[g. Rezulta ca abc=1 si conform pro-
z x y
blemei 54 ¢), a+b+c>3 sau \/E+Ji+\/223, deci x.y +yJz +zJx 2
z \x \y

> 3,/xyz, (1). Deoarece x +12 2Jx, y+12 2\/§, z+122z rezultaca x(y+1)+

avem E = 2 0.

(1)
+y(z+1)+z(x +1) 2 2%y +2yvz + 2zJx 26,[xyz.

M- { 1-
a) Se aplicd m, <m, pentru x si 1. b) lxx = x( 2X)=l\/1—x s;l?
X X

x+(; X)' - m, <m,. Rezulta ca \/3a+1+\}3b+2+\/3c+35§3—+—2+

3b+3 30+4 3+9
+ + =
2 2 2

=6. @ Se procedeaza ca la 60. @ Se foloseste inega-

litatea \/a_t:) < % ¥ a, be(0, +x). 63 Se foloseste inegalitatea mediilor: 1+a, 2
a+

22ylia,i= Ln si se inmultesc relatiile. Cu inegalitatea mediilor avem:

[1+3] +(1+E) =>2° JE + \[E > 2" S-a folosit si x+l22,\1x>0.
b a b a X

X X X . o< y PR
X+y+z+t x+y+t

Avem relatiile: 0< :
X+y+z+y X+z+t X+z

y z Z z t t t
;. 0« < < : 0D< < < .
y+t X+y+z+y X+y+zZ X+2 X+y+z+t y+z+t y+t
Prin insumare se obtine 1<s <2 unde s este suma din enunt. Rezulta s g M.
Inegalitatea se aduce la forma (x-1)(y ~1)(z-1)<0, x, y, zeN . Se obtine

x=1sau y=1 sau z=1 etc. Membrul intai al relatiei se scrie: ,f(a—G)Z +4+

<
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b 3\/— +1 +(c- 3 +1622+1+4=7. Coreland cu ipoteza se obtine a =6

b= 3\f§, ¢ =3 siunghiurile cu masurile 30°, 60°, 90°,

Teste de verificare (pag. 17)
Testul nr. 1

[1] Se foloseste inegalitatea 2xy <x* +y*, ¥V x, ye(0, +x).

2]b) s, _—(“;%é

B ntrnil : @ Expresia se scrie (2x - 3y)2 + (3y _4)2 +

,

+(x-1)"+323, VY x, y, ze R. Minimul este 3. @ﬁi Avemi a+b22Jab, a+c> 2Jac
Ja .1

(a+b)(arc) 4vabe’ a, b, ce(0, +=). Se scriu si relatiile analoage si se

insumeaza.

Testul nr. 2

2. Expresia se scrie sub forma (az ~6a)(a® -6a+8)+16= (a” -~ 6a ] +8(ai" ~6a)+
g 2 o )
16 = (a“ - 6a + 4) 2 0. @ Inegalitatea se aduce la forma w 20,a21
vab -
O<b<l. Seobtine a=1 be(0,1] sau ae[l, +=), b=1.

1.3. Modulul unui numaér real (pag. 18)
4 ot
f70] a) —g! b) 0; ¢) 0; d) -4V3. [71]a) 1;b) 0; ¢) 42; d) —/2. [72] b, cex.

h) X =7 sau y=6. i) Condifia x> -1=0 si 2x - 4=0-=-=xe@. P 4x® -12x+

+9=0 si 25y2+1oy+1=o:>x:g, . ‘ Fala) x < 1-6.8): b) x =1

c) x=2;d) xe@; e) x e{£l}; ) xe{-2.1}; g} xffl.!‘?ﬂa) -3=0=X=3;

b) xe@; €) 2<2x+8<2=xe(-5, -3); e] xel f) x =\ |5 g) 3x* -7x+
1

+2 =0, xe{2. 3} h) 2x -5<-1 sau 2x-5:1 ete. j) @

76] a) ne{l2}; b) n=17 ¢) n=0,8 €) neM n>4 f ne 0, 1,2, 3});
g ne{0.1,2}: h) n24, nen. [77)] a) Se noteaza |x| =a. Se obtine a =9, deci
xe{+9}. b) x {2, -4}; ¢) xe{-1,-3}; d) 3x-1|=-1=xcD. € x {0, 4};
f) Se noteaza |4x-3|=a si avem 2a’-5a+3=0 etc. g) Se noteaza
|4+5x} =y sise obtine ecuatia 2y” -9y ~18 =0 ele.

78 a) Deoarece |x 1120, v x el rezulta ca 7-|x+4/>0 si se obtine x e (=11, 8]
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: - 3 3
b) Se pun conditiile [4x +1/-7 <0 si 2x+3 0. Se obtine x e L—zv 5) \ {“5}

d) Se pun conditiile |3x ~-2|-3<0 si 3x-1#0. Pentru x >4 se obtine
9x +2" =40 cu posibilitatile: n=1 si x=19; n=2 si x=18 n=3 si x=16;
n=4 si x=12; n=5 si x=4. Pentru x<4 se obtine relatia 2" =32, deci
n=5 st xe{0, 1,2, 3}. 5la| - 4|b|+|a+1|-|2a +1|-|b - a| = 2a + 5b.

@ b=-1. [82] x=-1. [83] Se foloseste proprietatea lajsce —c<asc sise
insumeaza relatiile obtinute. Egalitatea se scrie (2x-1)° +(y-2)° +(32-1)" =
=9, rezulta ca [2x-1|<3, |y -2[<3 sl Xy =—1 Vo =5 [85.] Se foloseste ine-
galitatea |a +b|<|a|+|b| si |o,| €10, 1}, i=1n a) Se foloseste inegalitatea
mediilor: |a + b|+|a - b| <2, [la2 -b’|<2Va® +b*, a. bek. 88. Se foloseste ca

|bbccal|abbcca|
v+l peey o] o [0 S SR ER RS S0R

1 1 1
ab+bc+ca-———- =i
c a

< ab—l+
¢

1_L:

be —']_‘— +
abc a

Avem (ab+bc+ca)-

+ a) Se efectueaza inmultirea din membrul intai si se foloseste ca

ac-+
b.

2
x+122,V x>0, 1. Se folosesc inegalitatile: [a+b| <|a| +[b| si 2[abl <(Jal +bl)"
x

_Ibl-fe|+fal-[el +[a] b| _[af +[b] +]c" _a®+b? +ec?

% bk @ }b| | e |abc] |abc]| abc
itiul 47 d) a) Se arata ca —l<—xﬂ—<l. b) Se aplica a)
S-a folosit exercitiu . 2 Tiaxy a :
X+ ; 1 1
pentru numerele reale x, t, unde t = m%{y— si Jt| < = x| < =

Testul nr. 1
[1] a) Se obtine |x|=4. Rezulta xe{-4, 4}. b) 3-16x-4|>0=6x-4|<3=

:—3<6x—4<3:>l<x<z. Deoarece x € Z se obtine solutia x =1. ¢) |x|<4,
6 6

2 .

xel. @ Egalitatea se scrie sub forma (x - 1)° +(2Y"3)2 +(3z+1) =1=|x-1| <L

2 ;
|2y 8| <L |3z+1|<1. Se obtine 0 <x <2 1<y <2 —§Sz£0, Prin adunare se
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; Chd 1 ab+ac+bc |ab+ac+bc
obtin inegalitatile cerute. 10. sl =
g 3] N \f 3 e
1. 1.1
=|—+ =+
a b c
Testul nr. 2

la| |al |a
b+c| b b+l ]+ [pl+ld
Analog se scriu celelalte doua module si se insumeaza, D Se obtine |x - 3| E

cu solutia x € {-3, 9}. [a. E=[x+1+[x-2[+2|x-2[+2|x +1] =

E] Se procedeaza ca la exercitiul 94. ['zj

1.4. Aproximari prin lipsa sau prin adaos (pag. 23) ‘
. a) x=2,403571= x, =2,40, x; =2,403, x, =2,4035. y=-2 413256 =

=y, =-24L y;=-2414, y, =-2,4133. 6] a) x=4,02872 = x| =41, x, = 4,029,

X, =4,0288. b) y:—%

=-21,4023. X = 4, 245982 = x, =4,24, X, =4,245; y=-6,465248 = y, =
=-6,47, y, = -6,466. (98] x = \F =2,4494... = 2,45; 2,449.

=-21,40238 =y, =-21,4, y, = -21,402, y, =

100 a) 10442—180': 1 1‘105‘“ 100|- L <L [{01] se arata ca
29 10 105 105 100

3 " N7 9b+7 J7 .

\/S—a+ <la—+3|;aeq,. Se aratd ca —-——|<|—~-b|; be@ .

‘ -y | [ace 3 9(b+1) |3 o

a) Daca 2 <a, atunci l<i si g<-2— deci é<\/.‘§<a. b) Daca
a 2 a 2 a

0<a<+2, atuncii<l si 2 <g. decia<\/§<£.
a a

V2 a2

1.5. Parte intreagia. Parte fractionara (pag. 25)
[108]a) x:%; b) y:~7+%. A=Jn-1+LB=vn-1-1.

l 'S
3 3,1'1:2 {5. n=2
a,=n+3-=,neN \{l},[a,]={6,n=3 ;{a,}=40.n=3
n .
n+3, nz4 172’1124
n
i1 b, =22 - 70s.
n+5
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112] @) n’*<n’+n<(n+1)° :>I:\/n_2_+—;]=n; b) (n+1)° <n®+3n<(n+2)°,
neN :>[«/m:| =n+1, neN. Pentru n=0 partea intreaga este zero.

c) Se foloseste inegalitatea (n+2)° <n® +6n<(n+3)°, nz2. d) [M}=
=n+2,nz4. € [M]=2n, neN. [113] a) (\/—2_+M)2 =2n% +3+
+\/m si [m1=4m n>1. Se obtine partea intreaga egala cu

2n’ +4n+3,nz1. b) [( ] [2n+1+ 4n? +4n:| dn+1, neM.

Se foloseste [Jn(n + 1)] =n,n=1, 50
+50=1275. Avem [\/nz + k] =n, k=1, n. Se obtine suma egala cu n’.

[116] a) Vezi indicatia de la 114. b)[ ] [:\/_] [ :] +[\/n2—1]=1~3+

si rezulta egalitatea 1+2 +3 +...+

n-1 = 1 .
42.5+3.7+...+(n-1)(2n-1)= 3 k(2k +1) = —Q‘—%@—).A=%§-
k=1
2.4 35 99101 11
L4 B~ _101 4 505 et o g
3 #1007 200 C-“’a(f IJ (Jﬁ Jﬁ)

neN =ae(0,1) si [a]=

1 1 1 4 ;
1. = in =a. b) a=—=n=24
+(J_ Jn+1] i e {a}j=a. b) a 5:>n 4

a) 9n’ <9n”’ +3n<9n’ +6n+1 neN =[x]=3n x=v9n°+3n <,f9n2 +3n+i=

=3n+é=[x]+%:>x—[x]<%:>{x}<%. b) [y]=2n. Se arata ca y< ’4n2+n+%=
}si—. [120]42.121)a) Fie x =[x]+a, y=[y]+
+B, cu a, B[O, 1). [x +y]=[[x]+[y]+a+B]=[x]+[y]+[a+B]. Deoarece [a +p]e
€{0, 1} rezulta ca [x]+[y]<[x+y]<[x]+[y]+1. b) [x y]—[ ]-[y]+[a—-B].
Deoarece [a-PB]e{-1 0} rezulta [x]-[y]-1<[x-y]< y].[122] a) Din
definitie avem [x]<x, [y]<y. Deoarece x, ye[0, +x) rezulta ca [x] [y]sxy
si [[x][y]]<[xy]. Asadar [xy]z[x][y]. b) Fie x, ye(-= 0]=[x][y]zxy=
= [[x][y]] 2 [xy]= [xy] <[x][y]. [128] Este generalizarea exercitiului 121 a).
a) Avem [x b

n{x
n[x]:[n[x]]ﬁ[nx]:[n[x]+n b) [x]s-x=

=2n+—‘1i=[y]+%. Rezulta ca {y

]<x si x=[x]+{x}. Rezulta ca nx >n[x] si nx =n[x]+

{x}]<n[x]+n{x}<n[x]+n-1.
=n[-x|< —nx:[n[—x]]s[n—x]:n[—x]s[—nx] < —[nx]as]~n[x]. ¢) Din a) avem
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k[x]<[kx]<k[x]+k -1 k eN. Insumand aceste inegalitati pentru ke {1, ..., n}
se obtine concluzia. a) Deoarece {x} €[0, 1), rezulta ca {{x}} ={x}. b) {~x} =
=—x+[—x]=—x—(—[x]—1)=—x+[x]+1=1—{x}, pentru xeR\Z ¢) Avem
0<{x}<1=>1-{x}e(0, 1):>{1—{X}} =1-{x]}. a) Daca nel:[n]+[_n]:
=n+(-n)=0. Reciproc, presupunem ca [n]+[-n}=0. Daca ne¢Z = [n]<n si
[n]+[-n]<n+(-n)=0, ceea ce contrazice ipoteza. Asadar neZ. b) Se stie ca
daca aeR \ Z, atunci [-a]=~[a]-1 sau [n-a]=[n-[a]- {a}]=n-[a]+ J+[~{a}]=
=n-[a]-1. ¢) {n-a}=n-a-[n-a]=n-a-n-[-a]=-a-[-[a]- 1]——a+[a]

+1=1-{a}. Dar 1-{a}={-a} conform exercitiului 125 b).

m 127 Fie a=vn +Vn+1 si b=/4n+2 si egalitatea se scrie H H_z, ceea

ce conduce la [a]=[b]. Deoarece Vn+vn+1<V4n+2, neN=[a]<[b]. Toto-
data VAn+2 <4n+1+1 si y4n+1<Jn+Jn+1 Asadar V4n+1l<a<b<Van+1+
+1, de unde se obfine ca [a]:[b]=[m1. vV neM si egalitatea are loc.
128]a) [x+1]=4 = [x]+1=4 & [x]=3 < x €[3, 4).

e) Din proprietatile partii intregi avem 2-x<x<3-x si 2-xeZ. Rezulta ca
x+20 X+13

6
x + 20
+1 si = =k e Z. Se obtine x €[29, 71), x =7k -20, k e Z, conditie

xe[l 3) si x=2-Kk, keXZ Seobtfine k=1 si x=1. g) Avem —— <

X+ 20
<

din care rezultd ke{7,8, ...,12} si x=7k-20. o) Notam [2X3+1} =nel

2x+1 3n-1 3n+2 (8n-1 4n+3
n< <n+1 <X< <
Rezulta sistemul de ecuatii =5 2 2 =5 2 8
3x+1 4x -1 in+3 4n-1 3n+2
n<——<n+l <x< <
3 3 3 2
=ne{-7,-6,.., 8. Avem x E[an—l, 3n2+2}m[4n3—1, 4n3+3} pentru

+l ¥ Tn el astielinost 251

se scrie [2n+1 + vt =1, (@).
5 10

2n +1 2n +1 2n+1 |, 4n+7 4n+7

=1< < si —l<|——|<

5 5 5 10 10
8n-11 8n+9

cu relatia (1) avem: T g
10 10

fiecare n determinat. r) Avem i

=n. Ecuatia

Din definitia partii intregi avem

Idn+7

. Prin adunare si
10

si se obtine ne{-5, -4, ..., 4}, iar
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_30-1 n29] a) Avem inegalitatea [x]<x, V Xel_).:>[X2:|SX2, VxeR=
= 0=4x" 4[ixz}+ 124x* -4x* +1=(2x" —1)2 =x e{ } b) Se proce-

V2 V2
deaza ca la a) si rezulta x=2. @] Fie 5x* -10x=y. Ecuatia devine
[y-12]=[-y-12]=[y]=[-y] > y=0=x {0, 2}. 131] Se arata ca f(3k)=(3k+1’,
f(3k+1)=(3k +2)°, f(3k + 2) = (3k + 3)*. Deci f(n)=(n+1)".

@z] Se calculeaza f(5k +1), r={0, 1, 2, 3, 4}.

[133] Se considera: a) n =2k, n=2k +1; b) n=4k +r, r={0, 1, 2, 3}.

@ Pentru n =2k suma este 0+2-1+2-2+ ...+ 2(k -1) + k = k?, iar pentru
n=2k+1sumaeste 0+2:1+2-2+...+2-k=k(k+1).

[135] a) Vezi problema 131. b) f(2k)=2k(2k +1), f(2k +1) = (2k +1)(2k +2)
nu sunt patrate fiind produs de doua numere consecutive. ¢) f(p)=3p+6 si
f(p+1)=3p+12 pentru p>9. Daca 3p+6=a’® 3p+12=Db’ atunci b®-a’=
=06, a, b eM, ceea ce nu se poate. Asadar p <9. Se constata ca numai p=3
verifica enuntul.

Se noteaza membrul stang cu f(n). Avem f(n+1)-f(n)=1LV n, pen.
Sirul (f(n)) este progresie aritmetica cu f(1)=1 si ratia r=1. Rezulta ca
f(n)=n,VneM. ‘

[@ Penlru n=0 se obtine p > 2, iar pentru n=1 se obtine p =3. Se arata
ca p =23 verifica egalitatea pentru orice n e ™ (problema 136).

138. Peniru n =0 se obline ¢ 22, r 23. Pentru n =1 se obtine [l} +[g:l+{§:|=
p] 4] LT
=1. Rezulta ca p, q, r nu sunt simultan mai mari decat 3 si ca cel putin unul

esle mai mic sau egal cu 3. Daca r=3 se obtine [lJ +[2J =@ si p22, q=3
P q

Daca g =3 se obline oy {n +l} -r[n 1t
o 3 3 |
p=2. Asadar o solutie este p=q=r=3. Fie r=3 si q>3. Avem egalitlatea

n n+l l:r142_
— ' R *
B

. [n n+1 n+2 ) :
scrie Lz} + {— # 3 =n si se constata ca nu are loc pentru orice n e M.
4 L

=n, ceea ce are loc numai pentru

=mn, (1), care pentru n=1 implica p=2. Relatia (1) se

Analizam cazul r > 3. Pentru n =1 se obtine

IJF g}wl.deunde p=1L4gq>2
P

K
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o

sau p>1,q=2 care se constala ca nu verifica egalitatea pentru orice n e M,
Raman de analizat cazurile r=1,1r=2 care nu conduc la solutii pentru
egalitatea din enunt. -139. a) Se ia n=0, n=1, se scad egalitatile obtinute si

rezulta 2a+b=3,a, beN a#0, cu solutia a=b=1, iar x {0, 1}. [140) Din

relatia lui Hermite [x]+ {x +% +[2x] si ecuatia data se obtine [x]=|x - %1 cu
solutia x e U [n +é~, n+ ]). [141.] Se foloseste relatia lui Hermite din care se
ned
1 . ) 4. 0 A n )
scoate [x+5}:[2x]—[x]. Se da lui x valorile o p e S1ose

2 ) n
insumeaza egalitatile gasite. Incepand de la un anumit k, [2“ = ] =0.

1.6. Operatii cu intervale de numere reale (pag. 30)

a) ——<x<« c) —§<z<—;—; e) n<0; i) c<-3; q) z>0.

ma) x:—5,y—/ b) x=-8 -6=y=-3

-a) x=2, y-— b) x=-1y=>2-4;¢) x<3, y=z5.

@ a) Pentru a:1:>J:[-3 5] si se efectueaza operaliile. Pentru az2, aeN=
= —g< ——2< 3<5 si se pot efectua usor operatiile. b) Pentru x el 2. 3} =
=>KnZ={-10,1, 2, 3}. Pentru az=4, aeN:Kr\l:{O 1,2, 3}-

<\/ d—+—'3 vV a, be(0, +m).

- 154, Se foloseste inegalitatea mediilor
a-+

[@b) Din inegalitatile 2<2+~-<3<4x5—-—- neN rezulla I, nMN={3, 4}.
n n

1 . e
¢) Au loc inegalitatile 2 <2+ — g 3<6<7-—,neM. Rezullda ca [, "N=
n n

=13, 4, 5, 6}. a) Din conditia 1eln(a, +o)=>a<l<a® < a<-1. b) Din
conditia 2<a <3<a? rezulta a=2. 1_58_] Se foloseste inegalitatea mediilor:
a+b’ e 2ab) (a+b\/§ a+bJ3
. b b, b|; €) |a, ~ |y d) | — , —— |-
a)[a, 2 ] )(\/a ] )[ a+b : 1442  L++3
a] x=-1Ly24;b) x<-2<y<4 ¢) x<0,y28 d) x<y=3
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a) [0, x]; b) [-x, x] daca x 21 sau [—xz, xz:l daca 0<x<1I ¢) [-x, x]

daca x =1 sau [—xs, xa] daca O<x<1. d) (—llj e) [-x+1 x+1]| daca
. X X

0<x<1 sau [0, x +1] daca x> 1; ) [3x, 4x]. [—;17, iz]

a
Conditia de existenta a intervalelor impune x > 0. Daca x =0 intersectia

este {%} Daca xe(O, 4):, Xx+3 3x4+2 x+1’ 3x4+2:l.

> si intersectia este [

x+3 3x+2

2

<

Daca x=4 se obtine {g -’;—il Daca x e (4, +x), si intersectia

este I:x+1. x+3}.
2 2
[163]a) 1=[-2. 2]; J= (0, ~4]U[2, +®); K =(~», ~1)U(4, +x).
a) InZ=0 = b-ac<l. Egalitatea din enunt se scrie sub forma a-b+

2 2
+1=a2+b2+%—2b+21¢:>(a—lj +[b—%) =0:>a=—;:—,b=l si I=[l l}

16 4 2 4’2
b) ZnK={l}=ce(0,1];de[L,2)=|c-d+2|=c-d+2 si egalitatea se scrie
2 2
(c—l) +(d—§—J = 0. Rezulta ca intervalul K = lg}
2 2 2 2

a) Pentru a=1=>K=(-1,1) si contine un singur numar intreg. Pentru

ae(0,l)=>K= (—a, az) care contine numarul intreg zero. Pentru a>1 avem
ordinea —a<-1< —-1— <0<l<a<a? Rezulta K= (—l a] care contine doua
a a

numere intregi. Asadar K nZ are un singur element daca a (0, 1]. b) Pentru
a>1, KNn# are mai mult de un element (vezi a)). Stiind céa intersectia are n
elemente, adica #N"K = {O, 1,2 ...n- 1} se impune conditia n-1<a<n, nz2.

2. Propozitie. Predicat. Cuantificatori (pag. 34)
@ a) .4 si 3,2 sunt direct proportionale cu 2 si 1,6" — adevarata; b) ,2 si 1,6
sunt invers proportionale cu 4 si 5 - adevarata.

B]v(p)=1 v(q)=1 v(r)=0, v(s)=0.
E] a) {2} finita; b) %e Q \ Z, adevarat; ¢) A =-2 e N, fals; d) adevarat;
e) adevarat; ) (23 + 1) + (2“ + 1) +(26 +1) =91, adevarat; g) fals; h) —1002 = -2004,

fals; 1) —8% > -9%, adevarat; j) 8¢ 7, fals; k) %g—g% ~0,999 < 0,91, fals.
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a) AB =CD, adevarat; b) adevarat; ¢) fals; d) adevarat; e) dimensiunile sunt

8 15 14 si d=.485; f) 102=112, fals; g Z:%,y:S ol B By i

propozitia este adevarata; h) ultima egalitate este falsa, deci conjunctia
. .

propozitiilor este falsa; 1) FC = —gFA. @a} @; b) [-1}; ¢) @ d) {0}.

7] a) x=%¢1, multimea de adevar este @. b) {1}; c) Z; d) {-1}.

BJa) {3} b) @ © {%} o210 2032

3
Bla) E=0\ {1}; @ b) E=R\ {-3, -2, ~1}; {—5}; ) E=R\{-4,1};2;

d) E:D\{O, g} (10}. [10] a) E=R\ {£1}: {6}; b) R\ {2}; {-1}; €) R\ {0, £1}: (2}

d) B\{-10, 3}; {7}.
. 2
[11] a) Se pun conditiile 6x* ~5x-6=0 si 2x +3x> =O:>x«s{-§};

X+2.x¢2,x¢—3 si se obtine

b) (-=, O]; €) {0.1}; d) Se noteaza y=

ye {4, %} apoi se determina x. e) {-2}: f) {0, 3}.

[12]a) 3-|2x+5|20, x e[~4, ~1]; b) x =-6 sau |3x-7|<8 sl xel:
xe{-6,0,12 3, 4, 5}; €) xe[2 +»); d xe{t5 0,12, 3};

i3] a) [1, %) b) (7.1, 15); ¢) [2. 1;-)
[1a]a) (2x +1) divide 15 = x {0, +1, +2, -3, -8, 7};

8
b) Pz(X)inx+2

x+2|8 si x e . ¢) n este numar natural par, n26; d) 2n+3| 11In%+4 si

c ¥, xe¥. Multimea de adevar se obtine din conditia

neN=mne{l 10, 56}.
18] a) (x. y)e{(4 6), (11 ~1), (5, 2), (7 0), (2. ~10), (-5, -3). (L. - 6). (-1, -4)}:

b) (x. y)€{(15, 0), (0, ~15), (8, 1). (-1, -8)}; ¢€) xe{—z. %} y € {16},

& (x )<l ) o v e (-2}
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b) xe{-1}, ye(l 5}. b) ne{0, -2 4, -6}. (Ix)p(x) este

adevarata, xe{—%, 10}: (Vx)Ip(x) este falsa; (3x)(Ip(x)) este adevarats,
7

cePR\ {———,10;.

xew\ {7 10}

c¢) Din conditiile ae(-2, 5), be(-3,4) rezulti ca -5<a+b<9 si ca
urmare a+b+5>0,a+b-9<0 si |a+b+5|+|a+b~9|:14e~.
Predicatele se scriu astfel:

p(xy):.x+(y-2)* +12>0, x, y e q(x, y):.(a-b)* +(2b-1)* =0, x, y e "
si rezolvarea se obtine usor.

@ a) Expresia se scrie 3" -12-:19,V n e N, deci propozitia este adevarata.

b) Notam n® -3n+1=y si expresia se scrie (y + l)2 .e) =k

d) 3n+1’ 4n2+3n—1:>3n+1| 3(4n2+3n—l)=4n(3n+1)+5n—3:>
=3n+1| 5n-3=3n+1| 3(5n-3)=5(3n+1)-14 = 3n+1eD,,. Impreuna cu

conditia ne# \ N se obtine n=-5. e) Expresia are valoarea 2, V neN \ {1}.

f) Se arata ca \/nA 2n -1 +\/n+\/2n+1 =%(\/2n—1—1) \/2n—1+1)=

=V4n-2e(V4n-3, V4n 1), v neN \ {1}.
@ a) Relatia se scrie: (3x —2)(y*4) =-42 si se gaseste de exemplu x =3,

y =-2 care o verifica. b) Un exemplu: m=-4, neZ=n?>+3>0; c) Relatia se

#ged
2

scrie (x-1)* +(2y-3)° +(3z - 1)2 20 si este adevarata pentru oricare x, y, z € .

d) Relatia se scrie sub forma x(\/y = \/2)2 20, x,y,z€[0, +o) care este adevi-

rata. e) Avem ca (x+y+z)(l+i +1J:3+[E+X)+(X+E)+(§+EJ23+2+2+2:9,
Xy 2z y x)\z y) \z x

VX, y, 2€(0, +m).

Teste de verificare (pag. 40)

Testul nr. 1

[1] proporzitii: a), b), e). @ p - falsa, g - adevarata (x =2,y =1, z=7).
BJ {15° 75° 90°}.

Testul nr. 2

3
@ Pisa= 5 este subunitar”, adevarata,

q: ,.2(ﬁ—¢§)+(2¢§;3)—(2ﬁ~5):2eN“. falsa.
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| 2] a) {6}; b) Conditii: 8,8(3)x-12,(4)y +59=0 si 2,5x13,(2)y+104=0. Se

obtine (x, y) e{(6. 9)}. B) @) pentru oricare neN, p(n) este propozitie
adevarata; b) adevarata; c) falsa.

4. Tipuri de rationamente logice (pag. 52)
4.2. Probleme de numarare (pag. 59)

@2) card(B)=11. [43] 154. 68. [45] 9,15. 5, 24, 9. [49] 136.
18. 62/ a) [%}:333. 53] a) [10290}[10000}{10000}

3 2-3

B4/ a) {%5—9}+1; b) [%@+1} c) [%}+1. b5, {‘__“/J}rl.

cm.m.m.c.(a, b, ¢

30-3)0-3)
=3*.2*.5% n= {1=-=|[1-=]||1-=| =2160.
B8] 8100 = 3* -2 .5, n= 8100 (1 2)(1 5

3
B9]a) 1+2+...+24 = 300; b) 2-300 = 600.

[/2005]+1.61] 1-2-3. [62] 216 = 3-3-4-6. [63] 36. 64 a) 450; b) 1200.
9-10%. 10*. 10*. 3-4-5. 12-11-10. 5. 3° - 3.

72] 5° 2%; 2% — 4. Numarul cifrelor cu care sunt scrise primele 999
de numere, respectiv 9999 de numere nenule este: 9+2-90 +3-900 = 28‘?9
respectiv. 2889 + 4 -9000 = 38889. Rezulta ca numarul cautat are % C'li]ti;
Numarul de cifre cu care se scriu numerele de 4 cifre pana la cea de pe POLt .
25180 inclusiv este 25180 — 2889 = 22291 = 4-5572 + 3. Numarul care Corg;;le
cifra cautata este al 5573-lea din cele de 4 cifre, anume 5573 + 999 = 6572. - 7FZ
cautata este 7. [75.] Urmand un procedeu asemanator cu cel de la problema

10007 [1000 1000
se obtin 963 de pagini. 76. [—2—]+[ 2 } ﬁ{ >0 =994.
1000 1000 1000 1000 B
[ 5 }+[ D }+[ 53 }+{ 5 = 249.

oy

a) n=18900=2%.3°.7.5% Se obtin 2° moduri. b) n=p;’ -ps’ - PL

-3
Numarul de moduri este 2. n(_nz_) n(n-3). on.

8] w 83] 4". B4Ja) n [50% 51" ~1]N. b) [Va .
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Capitolul 11. FUNCTII

1. Siruri de numere reale
1.1. Notiunea de sir de numere reale (pag. 63)

(n+1) o) 4n+l, .(_l]n. 28 o) Ziype -
@a’H(rTz—)’b) gnr1 9™ (7g) i gy @500

(n-1)(n+2)
n(n+1)

4)a) a, = an+a, ; b) Toate in afara de —S%Q 6. c) Se scrie a, =

1-4 2.5 36 (n-2)(n+l) (n-1)(n+2) n+2
233445 " (n-In n(n+1) 3n
E]a) Se scrie ca x,,, -x, =4k +1, ke{l, 2, ..., n -1} si se aduna relatiile obti-

nute. Rezulta ca x, =2n* - n. [8] Se foloseste metoda inductiel matematice.
B]a) a =1 B=1 b) Inductie matematica.

Se observa ca a, =0%, a, =%, a, =2, a, =3 Se arata prin inductie ca a_ =n’.
M1]a) x,,,-x, =vk+2-Vk+1, ke{l, 2, ...,
se obtine x, =+vn+1. b) Da.

(2] a) a,=1+ (nz . by a, =22 o
e) z, =n 18]z, =12n-7.

a) Se scrie succesiv f,, =f,,, +f, k>1 si se aduna aceste relatii pentru

k e{l, 2, .., n}. Pentru punctele b)-g) se foloseste inductia matematica.

a) Pentru n =1 se obtine ca x, = x? cu solutia x, =1. Pentru n =2 rezulta

rezulta b, =

,nz2.

n-1}. Se aduna aceste relatii si

xn:rx(rwls?(rl—l); Q a, - 2

Nl

1+x,)x
egalitatea 1+x, = (_Tz)_z cu solutia x, =2. Se arata prin inductia ca x, =

(1+n)(n+2)

b) Ecuatia se scrie =5n*-7n-14 cu solutia n = 3.

Pentru n=1 se obtine ca x? -1 :%xf cu solutia x, =2. Pentru n=2 se

2
obtine egalitatea 3(x§ -1):§x§ cu solutia x, =3. Se arata prin inductie

matematica egalitatea x, =n+1.

1.2. Siruri marginite (pag. 66)
-Searataca a) a, €(0,1); b) a, €(0,1); ¢) [a,|<L d) la.] <1

2k +1 b Sy, = 2k
2k—1 P TE T ok 4+ 2

e) a, = e[0,1]; f a, €(0.1]: g a, (0, 2);

h) a, \/__1+\/__ €(0.1); 1) a, (0, 1); j) a, (0, 2).
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1 1
n(n 1) n-1

e 00, 1; b) Se arata ca —

-a)a =

1 1 1 1
Rezulta ca a, <1+ 1°5 ===+

—l, pentru n > 2,
n

+( d 1) 2—l—2 etc. ¢) Se
\n-1 n, n

;4 1.
foloseste ca 2" zn®, pentru n 21, deci o <— sise aplica b).

1 1 2
d) a <l+i+...+ ! etc. €) Se are in vedere ca |an|<—l7+——+...+— etc.
T2

22 gn 22 nz
n® +3n+2
[20]a) a, (0, 1): b) &, €(0,1); € a, == <(0.1).
LI L. by ._1_._2(1 L +Lj=
@] a) O<an<;+;+...+;—l. b) bn—l+2+...+2n 2+4 e
b e o e
n+l n+2 2n

@a) a, =(\/—2_—1)+(\/§—\/—2_)+ +(\/n+ —x/ﬁ):x/rw -1, sir nemarginit.

;1 1
b) Se are in vedere ca Jk <Jk +Jk +1 si \—/E>m=v1{+1-&,ke

e{l, 2, ..., n}. Se obtine prin adunare ca a, = vn+1-1, deci a, este nemarginit.

c) a >—1—(§) , nemarginit. d) Daca ae(0,2] avem cid a,e€(0,1]. Daca
n 2 2
1 n
ae(2, +») seobtine ca a, =§[%) , nemarginit. e) |ani31.

2n i 5, \/n+2+\/ﬁ
B e T ol e e R

1
Pentru ke [O, %} a, este marginit. Pentru k > rX Jn+1+

(0. 1);

n"
G semme—a——m,
" Yn+1+n
1
k-2 PR
+/n<3Jn sia, >—]3—n 2, deci a, este nemarginit.

n + 1, pentru n par

24. Nu. Exemplu: a, =31

1)
este nemarginit si ——-J este tot
—, pentru n impar a
n

n

1 1 '
arginit. Nu. Exemplu: a, =—€(0, 1), dar — =n este nemarginit.
nemarginit @ u P . (0, 1)

n

26. Sirurile pot fi sau marginite sau nemarginite. Exemple: a) a, =n, b, =2n=

1 o
- a, +b, =3n este nemarginit. Daca a, =n+ o b,=-n=a,+b, = > este
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n+1, n par
marginit. b) Daca a, =1 ] ] s by =8 1
, n impar [—— n par
n+1 n+l

este marginit. Daca a, =n,b,=n+1=a_-b, =n®+n este nemarginit. c¢) Se

Jn +1, n impar
, atunci a, -b, =1

(n+1)*, n par

iau exemplele de la b). Avem E—“: care este nemarginit,

= 1 lmpar
(n+1)?
respectiv 2o - € (0. 1) care este marginit
- —n - ] init.
P b n+1 &

n

Fie neN’ fixat. Atunci numerele a, si b, verifica ecuatia de gradul al

2
i - X, tx2 -4
doilea u} -x,u, +y, =0, cu solutiile u, = ® n Yy

5 . Dar sirurile (u,)

sunt marginite, deci si (a, ), (b, ) sunt marginite.
a) falsa, a, =n+1,n, =-n; b) falsa, a, =n+1, b, =-n; c) falsa, vezi 26 b).
Fie a<a, <b, c<b, <d neN. Atunci min(a, ¢)<c, < max(b, d).

a) (a,).(b,) sunt nemarginite; b) Avem a,, , >2k, V keN, deci (a,)
este nemarginit.

1.3. Siruri monotone (pag. 68)
@ a) descrescitor; b) crescator; ¢) descrescator; d) nemonoton; e) nemonoton;

f) nemonoton. @ Se aduc sirurile la o forma mai simpla. Avem: a) a, = n.

2
2n+4 (n+1)(8n+1) 2n (2™ -1)(2" -1)
b)a,=——-ica=—"L" L da=":e€a=— 1" "/
2n+1 6n n+1 2"
1
33] a) a, = ; b) a, :n+2; c) Avem ca a, >0 si a—“”-:l—il<1, deci
n+1 a, g
(a,) este descrescator. d) a, >0 si Zon —-1—2< 1.
a, (n+2)
1 1 1 1 1
-EZ! a) a,, —a,= + + - >0; b) a, —-a,= #
! 3n+1 3n+2 3n+3 n+l ) ! 4an+2
1 1 1
+ —+ + S <0, deoarece se arata ca 1 <L,
4n+3 4n+4 4n+5 2n 2n+1 4n+2 4n
1 1 1 1 1
<—, < . S si se aduna aceste egalitati.
4n+3 4n 4n+4 4n+2 4n+5 4n+2 8 '
@ a) a,,, —a, =u Pentru o >0, (a,) este crescator, pentru « <0, (a,) este

descrescator, iar pentru o =0, (a,) este constant. b) a,,, —a, =1 ~2a-(-1)" =
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s M1 110 )
= e nlmpar. Daca 1+2020 si 1-20>0, deci ae{——,—} sirul este
1-20, n par 2 2

ator. Pentru o ¢ il irul nu este monoton. ¢) a,_, -a :—&.
crescator. Pe o 5’2 S : e =y me1)(n+2)

20* -1
Se considera cazurile a>p, a=B, a<p. d) a,, ~a, = 2(1 = Se
(n+a )(n+l+a)

discuta dupa semnul lui 2a” —1. e) Pentru o € (0, 1) sir descrescator, pentru
a (1, +) sir crescator, pentru a =1 sir constant. f) pentru x € (1, +ow0) sir

descrescator, pentru x =1 sir constant.

a) a,=2n-1b) a, =52 ¢) a, :(%) ;d)a,=2""+1; e) a, >0 sia,,-

a, —a,; . . .
—-a, = = , deci toate diferentele a, , -a,, kell, 2, ..., n} au
tol+a, +yl+a,, e Tk :

acelasi semn. Deoarece a, —a, = V2 -1>0 sirul (a,) este crescator. f) a, >0

n
si a,,, =4(a, +2)2 +1>2+a,>a,; @ a, =5

Fie a, =n-3 sir crescator. Sirul a, =(n-3)" nu este monoton. Pentru

3
n

(a,) crescator sirul (a ) este crescator.

a) Nu se poate preciza; b) descrescator; ¢) descrescator; d) nu se poate
preciza; e) descrescator. Daca (x,) este strict monoton, diferentele

X, — X, Si X, -x,, au acelasi semn. Reciproc, daca pentru n e™ produsul

este pozitiv atunci diferentele x,,, —x, si x, —x,, au acelasi semn si prin

inductie rezulta ca toate diferentele x, ., — x,, k e N au acelasi semn.

Testul nr.. 1
[n + 1}
@ an . '
2

Testul nr. 2
@ b) Se arata prin inductie ca b, <4. Avemca b, >0 si b,,, -b, =/2b, +8 -
2 P o1
_—by+2b, +8 _ (b, +2)(4-b,) ~0.n>2.[]a, 27"
" 2/b,+8+b, 2b,+8+b,
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2. Tipuri de siruri
2.1. Progresii aritmetice (pag. 71)
[3:] d) Avem: a, +2r =13 si a, + 33r =137. Se obtine r=4, a, =5. ¢} Se obtine

ca 4a, +64r =100 sau a, + 161 =25 si S, :%@1-33:(&11 +16r)-33 = 825.

a; +ag,

f) Se obtine ca 2a, +31r =256 si S,, = .32 =16(2a, +31r)=16".

a) r= % a, =10; b) r= %; ¢) Din prima ecuatie rezulta r =3, apoi ecuatia

(a, +6)(a, +12) =112 cu solutia a, €{2, - 20}; d) Se obtine ca:
a, +8r =230 i
(a, +6r)(a, +10r) = 836 cu solutiile a, =-2, r=4 si a, =62, r = -4.

1 1 =

e)r=2,a,=-2;)r=2a,=1 si r=§. a, =—%.
[8:]a) a,=5,=2,a,=8,~-a,=18, r=a, —a, =16.

@ a) Avem relatiilea, + a, +a, =10,5 si a,a,a; =35. Se obtine caa, =a, +1=
=3,6 sl (ay,-r)a,(a, +r)=35, deci (3,5-r)(3,5+r)=10 etc. b) Fie a, =x.
Rezulta cd a,=x-2r,a,=Xx-T,a, =X+T, a5 =Xx+2r si se obtin egalitatile:
5x =5, deci x =1 si (1-2r)(1-r)(1+r)(1+2r)=45. Se noteaza r’ =y etc.
Este progresie aritmetica in cazurile a) b), c) si f) deoarece a, , —a, este
constant. @ Este progresie aritmetica in cazurile a), b), d), e) si f) pentru
¥ =0. @] Daca a=d=0 rezultd ca S, =bn® +cn si se obtine succesiv a, =S, =

=b+c,a,=9, -5, =3b+c si prin inductie a, =(2n+1)b+c. Reciproc, daca

(a,) este progresie aritmetica atunci S, = - ;a“ .n=28% —zr T st oare

forma S, = on® +pn, deci a=d=0.

@ a) Se exprima a, sir in functie de n. Rezulta ca a+3r=9 si r= 3 7019.
n —

care inlocuite in prima egalitate S, =483 conduc la ecuatia 31n® -787n +
+4122 =0, cu solutia acceptabila n=18. b) a, =2, r=4, neN. ¢) 625.

a) Fie x, =a_ +a,,,. Rezulta ca x,,, —x, =a,,, -a, =2r, deci sirul (x,)
este progresie aritmetica cu ratia 2r. b) Daca x, =a,,, se obtine ca x,_,, - x, =

=a,,,3 — a4, =4r etc. Fie x, =ay,,. Atunci X, — X, = A, ~ 8, = +

+(f(n+1)-1)+r-a, —(f(n)-1)r=ar, VneN.
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2.2. Progresii geometrice (pag. 73)
1
1]a) b, =1 q=V3: b) b =-108.q=-=: €) b, =6, q=2; d) b, =6; €) q =13,
v ale p bn+ . 2
b, = 6; [24] Se calculeaza b—‘ Se obtine: &) q, =q*; b) q,=q; ¢) q, =q°.

n

@a), b].a) a; ==321, q:g sau a, =1250, q:%; b) q=-2, a, ==1;

1
c) q=2,a,=3 d) q=—, a, =36; e) Se are in vedere ca 1+q%+q* =(1+qg+q?)
3 q +q q+q

1
-(1~q+q2). Rezulta q =3, a, =1 au q=3a =9. ) q=%'alz{i4}_ 28] Fie

a, = X. Rezultd ecuatia (x +8)+(32x +16)=2(8x + 34) cu solutia a, = 2.

l+r=
Rezulta relatiile { *EEY

3+7r=3q"

2
, intre ratiile celor doua progresii. Se obtine

ecuatia 3q° -7q* +7 =0 cu solutiile ¢ e {1, 2, —%} ete.

1] Se obtine a, =b, ¢ B" si ratiile nenule g, =2, g, = 3.
@ a) Se inlocuieste a, =b, —1 in relatia de recurenta si rezulta ca b, =2b.;
Rezultica b, =2" sia, =2"-1.b) ¢, =a, ~a, , =2"",

3 n
Se arata ca b, :_gb“’ deci bnz(—%j . Termenul general a, se

. g . -2
determina din egalitatea b, = :“ PR @ a) Relatia de recurenta se scrie
a ¥
B 1 5(1Y
3(a,,,-a,,)=a,, —a,, deci b, =§bn. Se obtine b, =gl - b) Se scrie ca

a,,-a,=b,ke{l,2 ...,n-1} si se aduna relatiile obtinute. Se

substituie u, =v, -2n+1 in relatia de recurenta a lui (u,) si rezulta
1 \/5 i

Viui = iv" ete. Se substituie a_ = —2——(bn + n) in relatia de recurenta a lui

(an) si se Obtine bn«l = %bn ete.

g) Avem succesiv: S, =(2+2% +...+2")+(2? +2° o428 H(20 420 2t

o8 g 2] 272 .1 9 =1
4+92%. +23, n . n+l n+l _ 52
2-1 2-1 2.1 Tt (27! =2) # (2" = 2%) .t

+(27 =27 )=n-2"" ~(2+2% +...4+2")=n.2™ - 2™ 13,

Punctele a), b) sunt cazuri particulare ale punctului ¢) Suma data se scrie
succesiv: S, =(x+x” + o X+ (x% 4+ x° ot X ) (P x4 X)X =

+2" =2.
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ni n-2
n_ ] e ) = =1 __] 1
—x. X 1+xl-§—-~~fx"-x—~—g—4...+x" —(x”'—x+...+x“"—x”)=
x—]1 x-1 x -1 x -1 =1
ny2 n+l
: - nx " —-(n+1)x"" +x
e | ~(mx™ —x - x* - ...——x“)f—-(nx“" X 1y ( )z
x -1 x -1y X -1 (x~1)

d) Se ridica la patral fiecare paranteza si se grupeaza termenii pentru a obtine
sume de progresii geometrice. e) Se da factor comun x" si se aplica c).
10" -

M1]a) Sescrieca 111...1=1+10+10% +...+10" =

k cifre

si se obtine suma unei

‘u u ) _ )
Lk -1 . g* sise obtine suma unei

progresii geometrice. Avem ca —<L —k _
U, tu, l+q

progresii geometrice. [4?3_] Se observa ca V Vi = ‘/q_

\/q—\/vk 1 \/afl.
2.3. Aplicatii (pag. 77)
44)a) x=3; b) xc 12.3}: ¢) xe{2,5}; d) x<{0, 3}; e) xe{g, 51‘

5
[45]a) x

4 {;‘IJ <5+3 =8 deci 8x -2<8 sau x € {0, 1}. Verifica doar x = 1.

@a) a, =10, r=2.5 n=19; b) r:i—», a:z, n = 56.

a) Avem a, =2, a, =x+4 si S, =6477, r=5. Relatiile anterioare conduc
la egalitatile: x =5n -7 si n(x+6)=2-6477. Se obtine n =51, x = 248,

b) n=9, x =25, ¢) x=204, n-230; d) n=20, x=23 €) n=41, x=43: f) n=186,

5 47

X =6; g n=20, x :?: h) n=24 x=50. 50.|a) x=5; b) y=2. @ x=1,
y =2. 52. Primele 3 numere sunt in progresie aritimetica daca 4x =5+ 2{x}.
Se obline x = 5 siy=1.b) x= g y = —-1; ¢) Se obtine de [2x - 2] =1, de unde
X € ':2— 2 ] 55.| Unghiurile au masurile de 30°, 60°, 90°. S = 18V3 c¢m?.

56. 12300. IFE Se are in vedere ca lungimea medianei din varful A verifica
egalitatea 4mj =2(b” +¢”)-a® eftc. 58] n = 8. a) n=3:b) n=4; ¢) n=5;
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d) n=6. 180 m. [61] 60, 120, 180, 240, respectiv 300 de milioane de lei.

@ Se substituie b=2"°

in numerele date si se arata ca al doilea este medie

aritmetica a primelor doua. Consideram numerele date scrise sub forma
a=x-3y,b=x-y,c=x+y,d=x+3y progresie aritmeticA cu ratia r= 2y.

2
Atunci: N=(x-3y)(x+3y)(x-y)(x+y)+16y* =x* ~10x’y* + 25y* = (Xz _5y’!) .

a) -nr

1
. b) Se foloseste egalitatea a,a,,, = —3—r(akak+,ak+2 —a,,a,a,,,), k22

1 1( 1 1
Se aduna aceste relatii. d) = —(—— - , k= 1]. Prin adunarea acestor
Ay, Tl Ay Ay
n 1 1 ( 1
alitati se obtine S = . e) =— - , k=1 etc.
AR A2, Ay Ay g in akak+1 ak+1ak+2J

_n B n ) n 3 i3 1
f)S—ékzak—ga,k +rkz;;(k k)etcg)\/__ \/a?“_ (,/ak,l \/Z)

si se aduna aceste egalitati. Se poate demonstra prin inductie matematica.

f70] Vezi 108 g) [71/b) n=6: ¢) n=12: d) n=8.
[73]a) x {3, 59}: b) xe{—4, —%}; c) xefl, 2}; d) x=2.

ma) x=-1; b) xe{ 13 3}; c) xe{il,l}; d) x=1 e) xe{-1,2}.

@a)xe{— ——lgl} b)xe{%,—%}; c)xe{G —5} d) x=6; e) x=-2;

3
f) x=31 g xe{-7, 1}; h) xe[%,&‘); i) Se obtine 8x—2=[§:|+[—i]55+

b.¢ x+1
+3 =8, deci x {0, 1}. Verifica x =1.
2x+1]_x—2

a) xe[-1 0]. b) Se obtine ca [ cu solutia xe{-10, -7, -4, - 1}.

cu solutia x =1. x=2y=-2.

2 2 2 2
a]n—lO b) n= 4-275181-15 rrir sau “15' 25’ 27"

a) Fie a,, =v2, a, =3, a, = /5, deci a,q™" =2, a,q"" =3 si

- Z i "“P:\/g de unde:
"\/;5”1 5

n-p m-n
[Z] =(§J sau 2"P.5"" =37 egalitate imposibila in Z.
3 5

. 7x -2 2x +1
c) Se obtine ecuatia =

a,q""' = /4. Se obtine prin impartire g™
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@ 2, 6, 18, 54. a, —a,a, —a sau a, 2a, 4a, 8a sau a,

ack. [84]2, 4, 8, 16, 32, 64.[85] 3, 12, 48 sau 48, 12, 3.

V2, 242, 4J2 sau 942, -642, 442. [87] 1, 3, 9, 27, 81, 243 sau -2, 6,
~18, 54, -162, 486. a,=5,r=0 sau a, =2, r = 3. Fie r si q ratiile
celor doua progresii. Se obtin ecuatiile 1+r =q”* si 7r +3=3q". Se elimina r si

, unde

o | @

=
T

N

se obfine 3q” - 7q* +4 =0 cu solutiile q e {l, 2, —%} etc.

Bo]2, 4,8, 16,32, ... 1,5,9, 13.[82/5, 9, 13.193]3, 7, 11 sau 21, 7, -7.

2
1, 1+—\/2:,1+\/'2_ sau 1——?,1—\/5, respectiv lg% sau 1.—Q L

2 2
@5/ 1, 3, 5, 7. a) Numarul se scrie A=9+4-10""+(99...9). 10”2 Dar
99..9=9(1+10+10” +...+10™)=10" -1 si rezulta ca A=(10"" -3’
—

n+l

2
b) A=[99...91) .a) n=15b) n=6; ¢) n=8; d) n=6.

Teste de verificare (pag. 84)
Testul nr. 2

1]1.2,8,4,...5au6, 2, -2, -6, ....
EI bn = kr(an+k G an) si bn+l - bu = kr(ax1+k+l Fang —Quk 8, ) - 2k1‘2, deci (bn>

N2
este progresie aritmetica. @ b, =a,. @ 4= [33...3 4-J .

n-1

x

Se scriu numerele sub forma a-3b, a—-b, a+b, a+3b. Se obtine a :g si

144b* -616b* + 145 = 0, cu solutiile b* = k si b? = ] ete,
4 36
Testul nr. 3
2
@] x:gz @ a, =2,q=2 sau a, =16, q:%‘ w=]1 b, =8",4a, =8%-1.
Testul nr. 4

@ Putem presupune ca a, =p”. Atunci Agprn = +(2p+T)r=(p+ 1')2 sSau

mai general a, . . =(p+ nr)2 snzl; @ x =6, respectiv x =10 (progresie cu

ratia nenula).
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3. Functii. Lecturi grafice
3.1. Reper cartezian. Produs cartezian
Drepte in plan de forma x=m sau y =m, m < (pag. 86)

BJa) A={1.2,3)}, B={2.8}: b)) A={-1,0,3},B={-1.3.5,6]. @] A=B.
[14]a) B={(-2. 1), (0. 0). (2. 1), (4. 2). (6. 3)};

b) B={(-1-8), (0, -2), (1, ~1), (2, 0), (3. 1), (4, 2), (5. 3). (6. 4)}.

[15] Se obtine ca {1,2}cAc{,2 3}, {L2}cBc{l,23 4}, BcA AcB si
exista situatiile: A = {1, 2}, B={1, 2} sau A=B={1, 2, 3}.

6] A={-8 -20 6}, B=[-4, -1]uU[L 2].

7] M, ={(a. a)| ac A}, M, ={(a, b), (b, a)}, b=a, a, beA.

Est,e necesar ca: CcAcD, CcBcD, deci se poate lua A=B=C={l, 2}
sau A=C,B=D sau A=D,B=C sau A=B=D.

Din primele doua relatii rezulta ca A =B etc.
a) A poate fi orice submultime a multimii {1, 2,3}; b) A={1, 2} sau A=@

ll’
sau A={1.2 3}. ¢) A=@ sau A={1 3,5}. 23] A={4}, B={3].

i

3.2. Notiunea de functie (pag. 89)
a) Niciuna. b) Sunt 9 functii. @ a), ¢), 1), g), h). EQJ da, nu.

1,n=0 0, n =5k
8 n=4k+1 1, n=5k+1
f(n)={4, n=4k +2. [81] f(n)={2 n=5k+2. [32]a) m =4; b) nu.
2, n=4k+3 3, n=5k+3
6,n=4k +4 4, n=5k+4

B7]¢) n=10. [38]a) {(1)=-6=>m=-1; b) m=4. [39)a) a=3, b=-2 ¢c=5
b) a=1, b=-7 c=3. [41] Nu. De exemplu 8=3-0+4-2=3.4+(-1)-4 si ar

trebui sa avem [(8)=-8 si {(8)=16 si nu se poate. @ A= {1, -Z; —2i«/ﬁ}.
@ f(x):%(x2+5x—23). 46] Se ia a=1,a=-1,a=2-5, respectiv

a= . |47] Pentru a <2 se obtine ecuatia 3a” ~a-4=0 cu solutia

_»3+\/1*§
2
ae{—l, %} Pentru a >2 se obtine ecuatia 3a? —a—-10=0 cu solutia a =2.

Asadar ae{—l, % 2}, f=g. @ Se poate lua A c {0, 1, 5}. Multimea

{0, 1, B} este multimea solutiilor ecuatiei (x +1)(x~3)= x? (x-5)-3(1-x)-
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Din egalitatile f(x,)=g(x,

si a=c, apoi b=d. - Fie [x|=ax+b. Pentru x=0 six=1 se obtine ca

f(x,)=8(x,) rezulta ca a(x, - x,) = c(x, - x,)

b=0,a=1, deci |x|=x, V x e R, ceea ce nu se poate.

Jl n=0

2, daca x=4n+1 2 n=4k +1
7] t(x)=] . '
E (x)= ]8 daca x =4n+3 =8(x). - f(n) 4, n=4k+2
8 n=4k+3

f(x,)=8(x,) se obtine ca xj+ax,+b=x)+cx,+d sau (a-c)x,=d-b.

g(n). [60. Din

Daca am avea a —c# 0 atunci x, = e, deci a=c siapoi b=d.

3.3. Imaginea si preimaginea unei multimi printr-o functie
Graficul functiei Restrictia unei functii (pag. 95)

2] &) f(A)=[-111],f(B)=[5, +x), (C)= (- 1),f(I)) [-1 3]u[5, 13].
4 i 5 1 ‘ 1

f(E):{Z,—é}‘ b) (M) =[-2, 0]‘r (N):[E, +w].r (P): —n, }

{'(U)={-3 -6}. |64]a) [(x)=3x -5 sau f(x)=-8x+1. b) f(x)=5x-3 sau

[(x)=-5x+8; ¢) ae(-», 0), bek; d) Este necesara conditia a < b. Se obfine

[(x)=-2x sau f(x)=-x+3.

3 3 3
=X+
5

B5.]a) [(x)=2x+5 sau f(x)=-2x-3; b) f(_x):FxJ,-l6 sau f(x)=-
5 .

Cﬂ[r—-

¢} [(x)=6x+1 sau f(x)=-6x+1. Ela)lmfz{{%, -2,-1,0,1, 2},

Ma) meJ 1, —f b) me{—~ } ['ja) m——; b) m=5. @ me|{-4, 2}.
m~— - m—v. @ a=b=2 sau a=-2,b=2

3.4. Functii numerice

o 3 /
85.| a) (O. EJ si (x,0), unde xe 127, -22, 17, - 12§. b) l(). %j respectiv

3 1 i >
(x, 0), unde xe{-g. .lL: c) [0, 77(7)] respectiv (x, 0), unde x e {29, 36,

. @] x=2,b=12 sau a-z— b:2388

5 1
43, 50, 57, 64!. -87. m=—,n=+— . .
; 3 3 23 529
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4. Proprietdti generale ale functiilor
4.1. Functii marginite (pag. 100)
[1]a) 0<f(x)<2%*; b) Imf este multime finita. ¢) Imf = { 4};

d) Imf ={1, 7,9, 3}; e) {(n)e[0, 1]; f) Imf ={0, 1}; g) f(x )e[0. 10];

h) f(n)=min(n, 20) < 20.

2] a) 0<f(n)<2004; b) f(n)=2 €) f(x)e[-12]; d) f(x)={x); e) If(x) <1

) Imf = {1, 2}; g [f(x)<4. B]a) Imf=[-13, 5]; b) Imf:[O, 2], c) |f( x)|s2;
d) Imf=[2, 3); e Imf=[-20]; f |f(x)<2. 4] a) f(n)2n-1 b) f(n)2n
¥ n22004; ¢) f(2k)>2k: d) f(n)zn; e) Daca am avea |f(x)<M, atunci

|x| > ﬁ Vv x >0. Luand x = se obtine o contradictie. e) f(x)>x, x >1.

+1

B] D, =[1, 2). Daca luam xn=2—l, neMN’, se obtine ca f(xn)=—a~n+2—l
n n

si este necesara conditia a=0. a) f(n)23n-1 b) f(n)>n; €) Pentru

x,=1+ E se obtine ca f(x,)=mn, deci f este nemarginita. d) D, ={n+-21- ‘ nel},
n

deci f [n +é] =1 +% >n, VneM sifeste nemarginita; e) f este nemarginita;

f)f(x)2x-1,Vx22. B] f(n)=vn®+1-1>n-1 este nemarginita.

@Avem: n? <nx <n? +1, deci rxsx<n+l si [x]=n, iar f(n)=n.
n

4.2. Functii pare. Functii impare (pag. 101)

@ a) impara; b) para; ¢) nici para, nici impara; d) impara. @ a) f este para
pentru oricare a€l; b) a=0, para; ¢) a=0, impara; d) a=0, para; e) a =0,
para; f) f(n)=-a. Daca aeZ , feste para; daca a =0, f este si para si impara.
@ g este para, h este impara. a) para; b) impara; c) para; d) impara;
e) niciun fel: f) para; g) niciun fel; h) impara. Functia f=g+h, unde g, h
sunt functiile de la problema 13. - Se are in vedere problema 13. Se

arata ca f(x)=f(2-x), xeD. 18] a) m=-2; b) m=1; ¢ m—g: d) m=-2.

@ a) f este para, x =0; b) f este para, x =0.

Se arata ca f(x)+f(4 -x)=14. [21]Daca A(a, b) este centru de simetrie,
atunci f(x)+f(2a-x)=2b, x eD. Se gaseste ca A(l, 4). [22] Se arata ca
f(x)+f(1-x)=0. [23]a) f este impara, A(0, 0); b) A(L 2); ) A(L 4).
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a) Orice dreapta x =m, este axa de simetrie. b) Avem ca f(x)={(2m - x),
deci x=m este axa de simetrie, meMN: ¢) x=m, mel; d) x :g, ne#,

deoarece {(x)={x}. [25] A=17. Daca a este par se arata ca f(n)=f(a—n).

Daca a este impar se arata ca f(n)+f(a-n)=0. Deci A[%, OJ este centru de

simetrie. a) A(m,7), mel; b) A(m 3m+11), mel; ¢) A(m, 3-7m);
n n-l 2n-1

d) A(—2—,——2——J,nel: h) A(n.éj.nel sau A(gé) 28. x - 5 ,nel

sunt axe de simetrie, iar A (n, 0) sunt centre de simetrie.
a) C(m, 2m - 3), m e R sunt centre de simetrie. b) Fie A ={x,| si C(a, b)
centre de simetrie, lar y, =2a - x,. Ar trebuie ca f(y,)+f{(2a-y,)=2b. Dar

2a-y,¢D;. Cum C(a, b) este centru de simetrie este necesara condifia
2a - X, =X,, decl x, =a.
Asadar singurul centru de simetrie este C(x,, 2x,-3). Daca A ={x,, x,}|

centrul de simetrie este C(X‘—;Xl X +X, = 3), adica mijlocul segmentulai cu

capetele de coordonate (x, 2x,-3),(x,.2x,-3). ¢} Daca C(a, b) este
centrul de simetrie, avem egalitatea f(x)+f(2a-x)=2b, xef \ A. Este
necesar ca, daca x € A, atunci si 2a-x e A, altfel egalitatea anterioara nu ar
avea loc pentru oricare x e D;. Putem avea, de exemplu, 2a-a, =a,, deci
2a-a, =a, si este necesar ca 2a-a, =a,. Se obtine cd a;=a si a, +a,=
=2a =2a, etc. d) Avand in vedere b), daca A ={a,, a,, ...

sunt in progresie aritmetica, f are centru de simetrie, in caz contrar nu. e} Se
poate lua A=¥# sau A= sau A=P\0. (argumentati). a) Pentru
x=y =0 se obtine f(0)=0. Pentru y =-x se obtine ca f(-x)=-f(x), xel,

deci f este impara. b) Se obtine ca f(0)e{0, 1, —~1}. Daca {(0)=0 seia y =-x
si rezulta ca f este impara. Daca f(1) =0, atunci f(x+1)={(x), ¥ x e 2. Pentru
y=1-x se obtine ca f(x)+f(l1-x)=0,V xel. Asadar f(-x)+f(l+x)=0

,a,} sia,a, .., a,

sau f(-x)+f(x)=0 sifeste impara. Analog pentru f(-1)=0.

4.3. Functii periodice (pag. 105)

32]a) 1:b) 1;¢) 4; d) 4; e) 2; ) 4. [33]a) 2: b) 3; ) 9; d) 11.[34] {(n)=25,
deci T=1.[88]a) A=N \ {1}, T=20; b) A=N\{0,1}, T=5; ¢) A=N, T =20;
d) A=W, T=10; €) A=N\{0,1}, T=10; f) A=N, T =4. [36] Se are in vedere
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ca {X%—rl}:{x}, VxelR, nel a) T=2; h) T=2 ¢ T=6;d) T=2 e) T=9
f) T=6; g) T=3. a) T=a; b) T=cmmm.c(a,, a,) ,
¢) T=cmmmec.(a, a,, ..

)

w ) d) T=cmmmd.(a,a,, .., a,). T=p
T=1-2-3-...-p. 41, Multimea perioadelor lui f este Q. Avem relatiile

f(x)=f(2a-x), f(x)=f(2b-x), x e, deci f(2x-a)=f(
f(x)=f(x+2b-2a), deci o perioada este T =2b - 2a = 0.

3] Fie f(X):[X]i-[X +-:J+...+[x + n—IJ»[nx]. Se arata ca f(x+~l-j=f(x).

n n

2b-x) si rezulta ca

. , s 1 o 1
deci f este periodica cu T =~ =
p cu T . Pentru x e| 0, | se obtine f(x)=0. Asadar, f
filnd periodica, rezulta ca f = 0. [44.) Se ia f(x)= {i}
i T
@B Se arata ca 7). \
aratd ca g| x + o b g(x), unde T este perioada lui f.
@8] Fie T, =T, Notam T =nT, '
6. ot T am L'=nT, =nT, m ne¥  Searatd ca T este perioada

= . e 2g(x)-g(1-
a functiilor h si i. Se obtine f(x)= —g(—)—sﬂ—i) Daca T este perioada

pentru g se arata ca f(x+7T)=1(x), xeR. a) Fie T perioada a functiei,
T>0. Atunci f(N)=f([0, T]AN)= {f(n) | nefo, T]} care este multime finita.
b) Nu. De exemplu f:M ¥ care ia numai valorile 0, 1, dar sirul valorilor sa
fie neperiodic: 1,0, 1,0,0, 1,0, 0,0, 1, ... 48] Fie x, em\ © si aef(x,).
Daca x eR\© rezultda ca f(x+x,)=f(x), deoarece X, este perioada. Dar
cum x eR\Q avem ca f(x +x,) = f(x,). Asadar f(x) = f(xg)=a, Vx Q.

Daca x € € atunci f(x)= f(x + V/T) =a, deoarece x ++/3 ¢ Q.

Asadar f(x)=a, V x e .

B0/ a) Se arata ca f(x+3)=f(x), xe® b) f(x+2)=f(x), xR,

o

. b=
B1)Daca g(x)= Iz(x—a)—:, rezulta ca g(x)+f(x+2a)=0 si
g(x+4a)=-g(x+2a)=g(x). xel, deci g este periodicA cu T =4a. Din
g(x)=g(x +4a) se obtine ca f? (x-a)=1*(x+3a) si cum f este pozitiva
rezulta ca f(x -a)=1f(x+3a) sau f(x)= f(x+4a), x e, deci f este periodica
cu T =4a, @ Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca T e,

o 5 -
I e e €N si (m, n)=1. Deoarece T este perioada, atunci f(x+nT)=f(x)

| deci f(x+m)=1(x), xeD. Asadar m este perioada a functiei f. Mai mult, vom
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avea ca f(x+km)=1(x),V xeM, x e®. Folosind teorema impartirii cu rest
rezulta ca daca p e N, atunci exista k, reN astfel incat p=km+r, r<m -1,
Se obtine f(p)=f(mk+r)=f(r), deci multimea f(p)e {f(0), f(1). ..., f(m =1}

v p eM, in contradictie cu ipoteza. Asadar T el \ €.

4.4. Functii monotone (pag. 107)
a), b}, ¢}, e), 1), crescatoare, iar d) descrescatoare.

a), b), c), d) crescatoare, iar celelalte monotone.

f(x)-
Se studiaza semnul raportului R = M a) R= ~L. Rezulta ca f

X-y

este descrescatoare pe fiecare dintre intervalele (~o, 0) si (0, + @). b) Functia f
este descrescatoare pe fiecare dintre intervalele (=0, 2) si (2, + 00).
d) Fie x <y. Atunci 2* <2¥ si x+2* <y +2’, deci f(x)<f(y).
Se obtine conditia ~-m <2m + 6 cu solutia m €[~2. +w) si m=-2.
[61]a) Fie x < y. Atunci f(x)<f(y) si x+f(x)<y+f(y). deci g(x)<g(y).
d) x <y = ax <ay si astfel { (x)<t(y) si f(ax)<f(ay), deci g(x)<g(y).
85, Fie f(x)= {_L o functia crescatoare. Functia g(x) = LT f(x) este

1L x>0 f(x)
Lot crescatoare.
Fie T perioada a functiei, T>0. Sa presupunem ca f este functie
crescaloare. Fie x, e si x e[x,, x,+T]. Din x, <x<x,+ 7T si[ crescatoare
se obtine ca f(x,)<f(x)<f(x,+T)={(x,), deci f(x)=1(x,), V x €[x4, X, + T).
Cum f este periodica si constanta pe un interval de lungime T, ea este functie
constanta pe K.
a) Este evident ca aeZ. Avem [(0)=a, f(1)=1-a,f(2)=2+a. Cum
a<2+a rezulta ca f trebuie sa fie crescatoare. Se obtine ca (0)< (1) <1(2)
si astfel ae[—%, %J Cum aed# rezulta ca a=0. b) Rationand ca la a) se
obtine ca a<l-a<4+a deci a e[~§-, %
monolona ea are aceeasi monotonie cu a restrictiei sale la M, deci conform a)

1 LJ
L 2° 2]

1 1 ) ) .
Avem -—<-—, deci t[—iJsf(l). ¥V neMN sise obtine ca az-i, (1). De
n n n n. n

N#={-1,0}. € Daca [ este

esle crescatoare si se obtine ca a e

1
asemenea, din 1 -— <14 1 rezulta ca f[] = lj < [(1 + l) deci a £ l (2).
n n n n n
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Asadar |a| < l vV neM, siastfel a=0 (contradictie). d) a = 0. e) Daca xe#
n
rezulta ca f(x)=x si este crescatoare pe #, deci trebuie sa fie crescatoare pe

B. Pentru x €[0, 1), f(x)=(a+1)x sieste necesar ca a+1>0. Din -l<l si
’ n n

f este crescatoare se obline ca a < ,¥nz3, daca a<0. Asadar a < [~1, 0]

n-
care se constata ca indeplineste conditia ceruta. f) a>0; g) a>-3; h) ae [¥1, 1]~

Daca I:[a, b] atunci f are semne contare in punctele din € si R\ €.

Cum INn @, In (R \ ©) sunt infinite, f nu poate fi monotona.

E - 1 1
EO. a) Daca a<O<b atunci se alege neN astfel incat a<-—<0 <~ <b,
' n n

Atunci f(n+1)=f(n+2)=...=0, deci [ se anuleaza pe I de o infinitate de ori,

1
deci nu poate di monotona, nefiind constanta. b) Daca 0<— <1, deci
X

xe(l, +w) avem ca f(x) i si este descrescatoare pe (1, +o).

Fie A={a, a, ..., a,} si a, <a, <..<a,. Atunci a, <f(a,)<f(a,)<..<
<f(a,)<a,. Cum f(A)c A si f(A) are exact n elemente trebuie ca A =f(A)
si astfel f(a,)=a,, k=1 n, deci f=1,. Fie [ functie crescatoare. Se arata
ca functiile g(x)=2f(x)+x si h(x)=-f(x)-x sunt strict monotone si

f=g+h. Daca f este descrescatoare se ia g(x)=2f(x)-x si h(x)=-{(x)+

+X.
a) Deoarece O0<1<2<..<n<.. ar rezulta ca f(0)>f(1)>..>f(n)>....
Dar {f(0), {(1). .... f(n), ... =N, multimea [0, {(0)| N are un numar finit de
elemente si nu putem avea {{(0), {(1), ..., f(n), ..} < [0, £(0)].
3, n=0
= ;e) f(n)=-n.

[75. Fie f crescatoare. Din 0 <x se obline ca f(0)<((x), iar —x <0 se obtine
ca f(-x)<f(0) sau f(x)<[(0). Asadar pentru xe[0, +w), f(x)=10(0).
Analog se arata ca f(x)=f(0) daca x e(~=, 0).

[76. Fie f functie crescatoare si x, ek \ €. Daca f(x,)#*x, avem situatiile
Consideram qe®© cu proprietatea ca

f(xe)<x, sau f(x,)>X,.

f(x,)<q<x, respectiv [(x,)>q>x,. Atunci avem f{(q)<[(x,), respectiv
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f(q)>f(x,) sau altfel scris, q <f(x,), respectiv q >f(x,), in contradictie cu
alegerea lui q. Asadar f(x,) =x, etc.

5. Compunerea functiilor (pag. 111)
B] a) (fef)(n)=n, (feg)(n)=2n-1+(-1)", (g f)(n
-1+(-1)". b) (fof)(n)=9n+2-(-1)"; (gog)(n)=16n-1+4-(-1)
lorilor lui fof este 2, 4, 6, 6, 4, 4, 6, 6, 4, 4

2, n=0
)=14, n=4k sau n=4k +1

6, n=4k+2 sau n=4k +3

)=g(n), (g°g)(n)=4n-

n

Altfel scris (fof)(n . (fog)(n)=u(4").

(gf)(n)=2u(2");

3,n=0
d) (fof)(n)={3'nimpar,(fog)(n)= 9, n=4ksaun=4k+1 .[BJa) m=2
Sl 7, n=4k+2 sau n=4k +3
b) m=0; ¢) me®; d) m=-4. 6]a) m- —2b)m——% 7.1, (x)=3"x+1-3"

B Daca f este monoton crescatoare am avea ca x <y = f(x) < f(y) = f(f(x))<
sf(f(y)):>—x+15-y+l sau x2y, ceea ce nu se poate. Daca f ar fi des-
crescatoare atunci x <y = f(x) 2 f(y)= f(f(x)) < f(f(y)) =
[E] Functiile nu sunt monotone, iar (f of)(x)=x, xel

1
£z m-1

t=3-4x, decix—% Se obtine g(t

x 2y, fals.

. 13] m=—%, n=-15. [14)Avem g(-4x +3)=-8x-11. Se noteaza

=2t-17. 15] g(x
(fof)(x )=4:>f2(x)—3f(x)—4=0, de unde f(x)=-1 si f(x)=4 cu solutiile
{ PERE]

=-2x+4.

} - a) Functia f(x)=x, xeR, verificd. Daca am avea x, € R

0)) <f(x,) (sau f(f(x,))>f(x,))
deci x, <f(x,) (sau x,>f(x,)) ceea ce nu se poate. Asadar f=1, este
singura functie care verifica. b) f =1,.

(fog)(x)=(g-)(x)=

cu f(x0)<xo (sau f(x,)>x,) atunci f(f(x

n
x: a) Se poate lua g(n)={2’ ol

a, n impar

, unde

a €N oarecare. b) Nu exista. Am avea ca f(g(2k +1)) =2k +1 si f nu poate lua
valori impare.
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; ¢) Sirul va- -

2 1, = n
a) Se poate lua g, (x) = {Qz Tk TP si se observa ca [%} =n. b) Nu.
L X#D

Altfel am avea ca g([gDzn, neN side aici pentru ne{0,1}=g(0)=0 si

g(0) =1 ceea ce este fals.
@Daca g=fof avem ca g(x)=3x si g(f(x))=5x’ deci f(x)=§3§ care nu

verifica. 22] Obtinem ca f((f<f)(x))=f(2x)=ax, deci f(x):%. Functia f

verifica daca a®=8, deci a= \/— 23] Functia g nu poate fi constanta

deoarece s-ar obtine ca x=f(g(x ) (c). V xeR. Din relatiile date avem:
g(x)=((1+2)(x) = (2> 1) £)(x)
constanta. Asadar a =1, b =0.

[25] Prin inductie se arata ca g, (x)=x +(2" - 1)[x].nz1.

x)+b. Daca a=1 am avea ca g este

Teste de verificare (pag. 114)
Testul nr. 1

1]a) me{-1,3}; b) m=1. 2]a) ae5, =1j; b) Cum g(x)=-x+1 este des-
crescatoare se pune conditia ca a+1<2, deci a<1. @ f este functie para, deci
x =0 este axa de simetrie. Se pune conditia f(m)=0. Se obtine m e[-1, 0].

Testul nr. 3 ,
Iﬂ a=Pb=1, @ f(x)=2-x, g(x):l—%. [4] Perioada principala este T =15.

Testul nr. 4
= _ _Ja(x-1),x<1 L1 (-1)
[L]a) a=-3 b) ac[0, 2]; ¢ f(x)—{o'X>1 .@f(n)—T.

B) Pentru n=0=f(f(0))<0, deci f(£(0))=0. Pentru n=1,f(f(1))<1 si
f(f(1)) {0, 1}. Convine doar f(f(1))=1. Prin inductie se obtine f(f(n))=
Functia f =1y verifica. Daca am avea f(p)=p, fie de exemplu, f(p)<p se

~ obtine ca f(f(p))<f(p) sau p <f(p), contradictie. Asadar f(p)=p, VpeN.
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Capitolul III. FUNCTIA DE GRADUL I )
1. l;)eﬁnitia functiei de gradul I. Reprezentare graficd (pag. 11 6)

@ d) Se obtine sistemul de ecuatii a2 -—a+b=3, ab=3 cu solutiile:

(a, b)e {(1 3) (\/5 \/5) (_J§ —\/5)}

[4] Se considera f(x)=ax +b, a#0.

a) Se obtine egalitatea a(2x -3)+b+2[a(x+1)+ b]=3x-1V x e R. Se gaseste

f(x)=§x——1}§. b) a(ax+b)+b+2(ax+b)=1VxeRoa(a+2)=0,a#0 sl
4
ab+3b=1. Se gaseste f(x)=-2x+1. [8]a) m {0, -2}; b) me{0, -2}.
-1£\17
B] f(x)=x sau f(x)=—x+b.bel2.@‘a=l,a=—T—.
3
= b =2
l,xel: 2)
5 ‘_3 __1— O,XE[O,l)
€722 L xe[12)
1

[12]a) f(x)= 1,xe[—5.%) : b) £(x)=12 x<[V2, ¥B).

13 3.x¢[V3,2)
2, =, =
xe[z 2) 4,x=2
3
3, =, 2
xe[z }
a) m*-3m+2=0, me{l 2}. b) A(0, m*+4m-5). Se obtine ecuatia
1 6
|m2 +4m—5|=8. c) Se pune conditia OA = AB, A #B. ae{—? 5}

16]a) f(a+1)=a+10=>1-(a+l)=a+10=>a=-5 b) a=4 c) acld.
[16] a) Se rezolva sistemul f(-1)=1, g(-1)=1.
[17]a) f(m)=-5 si m<—%:>m:—l. 18]a) f(0)=m®+4=me{2 3}.

-x+2, xe(-o,=1)

f(x)=5x-3 B1] f(x){s_x' x20 gaf(x)=13 xe[-11]

o
X+ X< x+2, xe(l, +o)

x+2 x<-1
2.xe[—1, O)

23] f(x)= 2, x[0.1] . 4] a) f(x)=3|x-4|-2]x-2].

x-2, xe(l, +)
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[25. Cazul I. M(-1,2)eG, G, = f(-1)=g(-1)=2=a=1 b=3.

Cazulll. N(1, -1)eG; NG, :f(l):g(l)zhlza:_g, b:%,
Presupunem prin absurd ca f(x)e @, V x € . Atunci f(\/§) =av2 +beq,

f(~J§)=—a 2 +b e€Q. Rezulti ca f(\/§)+f(_\/§):2be(;), deci be@ si ca
urmare a+2 € ©. Dar f(l+\/§)=a\/§+a+be() si deoarece ay/2 +be@, rezulta

ca aeQ, ceea ce contrazice faptul ca ay2 e €. in concluzie 3 x el \ © astfel
incat f(x)eR \ Q.

2. Monotonia functiei de gradul I (pag. 120)
@ Se pun conditiile: m <0, f(4m -5) =m.

B. Se pun conditiile m > 0, f(m-2)=m-3.
@ a) f este strict crescatoare pe 2 pentru orice m el

) 2ab+a’+b’ =(a-b)’ 20, Va, bek sifeste crescatoare pe K.
a2t b

—vab 20,V a, be (0, +») si [ este crescatoare pe .
. 13
f7Ja) a=5;b) 2-a<0 si (2—a)2~52—14+a:>ae(2,—2—}.
)
@a)ae —, +o |,
2

5— -
a) Conditia: 5—-a = 0, 5a‘320.( Za)_ls5a2 3+2a77, aeck;

b) A0, -1), B(1, 4). [11]a) m <@ b) m 6[3, %il

3] f(f(x))=a’x. aeR ac. th = 1.

3. Semnul functiei de gradul I. Inecuatii de gradul I (pag. 122)

Bla) f(-1)=0=m=-1; b) m:%: c) m=2; d) m=3.

a) Daca m=1=f(x)=1>0,Vxek Daca m-1>0,f(x)<0 pentru

Xe(*rf:, I } si f(x)>0 pentru x e[~
m -1

,+ooJ. Daca m-1<0, f(x)=0

m-1
m

pentru x e(—oo,ﬁ ) si f(x)<O0 pentru XE[— x., +00j.
m -1 m -1
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a) Se rezolva inecuatia —£§> 0. |18, a} Se pun conditiile m +3 <0,
m +

2 M52 +150, atunel —B-8¢ g,
- <1: b) 3-m=>0, >-2; ¢) Daca m+1>0, atun -
m+3" 3 - m +
-m -8
, atunci 5 < .
Daca m+1<0, atu e

Daca m=-1, atunci f(x)=7>0 pe k.

4, Pozitii relative a doud drepte. Sisteme de ecuatii liniare (pag. 125)

bla) aep\ {l} b) m e ©. 6] a) Sistemul este compatibil determinat pentru
7

2 .
a # +5. Probabilitatea ceruta este = b) Pentru m=5 sistemul este

1

N | =

1 y
nedeterminat si probabilitatea este i ¢) Pentru m=-5 sistemul este

1 3
incompatibil si probabilitatea este i @ b) m = s

5. Sisteme de inecuatii de gradul I (pag. 126)
-1
a) Daca 2X5+3 *

<
Daca x e (-, 11]:>1sz[

. adica xe(11, +o)=InJd=3a.

x+1 2x+3}
2 " 5 |

. 2x-1 3x-2
b) I sid exista pentru x22 si [nd = 3 5 .
[10] Se pun conditiile: f(-3)>0, f(1)>0, g(-3)>0, g(1) > 0.
[11] a) Conditii: f(-4) <0, f(~1)<0, g(-4) <0, g(-1) <0. b) Deoarece g(-1)=-3,
se pun conditiile: g(2)<0, f(-1)>0, {(2)>0.

{74 Se pune conditia (0)-g(0)<0.

Teste de verificare (pag. 128)
Testul nr. 2

2] Din relatia data rezulta f(x)>x - a.

=f(x-a+a)<x+a. Asadar [(x)=x—a.

Din f(x+a)<x,VxeR=f(x)=
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III. FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA o

1. Definitia functiei de gradul a doilea, Reprezentare grafica (pag. 129)
@ Fie f(x)=ax® +bx +c, a=0. a) Conditiile devin: c=1, a+ b+ ¢ =3, 4a +2b +
+c=7. Seobtine f(x)=x*+x+1. b) f(x)=x*+x+1; ¢ f(x)

=x? -1
d) f(x)=-x*+4x-2. :

@Avem conditiile f(1)=0, f(2)=09, 1(%} = Z— Se obtine f(x)=7x*-12x + 5.

[*A +’fj a>0
4a’ )

[‘-x, ~AJ a<0
4a
b

Se pun conditiile f(-5)=0, - o~ -5, 1(-8)=4 si se obtine f(x)=x*+
a

@ Pentru functia de gradul a doilea avem f () =

Se pun conditiile - =5, - - -23, £(0)=2.
2a 4a

#10x +25. L1 £ () = (x+ 3)" + (2% + 1) ~2(x ~1)* - 2(2x - 2)F.
2] r(x) = natx® - 20 2021 nlo )0
@a) X =0 b) x=1l C) x=1 d) X = -3,

Se rezolva conditiile: a > 0, — 2 =6,2; f(1)=7 si ~£ =0,6.
4a 2a

17]Avem b=a +2 c=a+4, —£=~0,7 si se obtine f(x)=5x" +7x +9.

2a
18, f(x)=-x" $X 1
3 9
28. aj Coordonatele varfului sunt: Xy = Ei#l, Yy = s 4 1 Eliminand pe m se

1-m' 7Y 1-m
obtine y, =2x, -2, adica varful V se afla pe dreapta de ecuatie y =2x —1.

[29] a) Avem Vv (I-m, -m?+m+ 1). Eliminand pe m intre coordonatele
punctului V se obtine parabola de ecuatie y=x"4x+1.

@ Fie A(a, B) punctul comun. Rezulta ca f(a)=B, Vv meh. Se obtine
m(2-2a)+0” -20-B=0,V meD, relatie din care rezulta A(1, - 1).

2. Relatiile lui Viéte (pag. 134)

a) Avem: x, +x, = o si X%, = ~3~ Inlocuind in prima relatie m =

m m XiX,
se obtine relatia independenta de m: 3{x, +x%x, -1)=x,x%,.
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7] (x, -2) +(x, ~2)* = (x,+X,)" —4(x, +X,)-2X,X, +8. Inlocuind x, +x, =
-4
7 M se obtine concluzia. @ b=0 si ac<O.

Bla)a=4,b=7:1) [(x, -y)(x, + yz)](x2 -y)(x, +¥2) =
=(X,X, —Y1X2 + X1, - V.Y ) (XX, — V1%, + X,¥, —Y,Y,). Se folosesc relatiile lui
Viéte si se obtine b® —a’.
@ Punem conditia ca x, =a sa fie solutia comuna. Se obtine x, =c, iar
celelalte solutii sunt x, =-a —c, respectiv x, =-b-c. Pentru x, =c solutie a
ecuatiilor date se obtine a+b+c=0, apoi se verifica usor ca Xx,, X; sunt
solutii ale ecuatiei x* + cx +ab = 0.

Natura si semnul solutiilor ecuatiei de gradul al doilea se studiaza folosind

=m $i XX, =

semnul elementelor: A =b? —4ac, S = —E si P= < (relatiile lui Viéte).
- | a

Exemplificarea pentru punctul b). Avem A =-8m +4, S=2(m-1), P=m".

Stabilim semnul lui A, S, P in functie de tabelul de variatie.
Concluziile sunt: '

e pentru me (-, 0), A<0, S<0, P>0. Rezulta ca ecuatia are doua solutii
X,, X, reale si diferite, ambele fiind negative.

e pentru m=0,A=0,S<0,P>0. Rezulta ca ecuatia are doud solutii reale si
egale, negative.
e pentru m >0, A <O si ecuatia nu are solutii reale.

[14] a) Conditii: A >0, P <0. Se obtine m € (0, 3).
b) Conditii: A>0, P>0, S>0. Se obtine m e (-1, 0)U(3, +).
[15] a) Conditii: A>0, P>0,S<0. b)Nu (P>0, VmeR).

[16] Avem conditiile: x1=a+b.x2=b+c.bzx’+xz,x +X o=l
2 2 2 TP a

Din ultimele doua egalitati rezulta b=0 sau a= —%. Pentru b =0 se obtine

a=%12 si c=32 Pentru a= —% se obtine 4b-5c =-1 etc.

Se analizeaza semnul lui S si P (relatiile lui Viéte).

19.] Se noteaza x =y +1 si pentru ecuatia de gradul al doilea in y se pune
conditia ca solutiile y,, y, sa verifice y, <0, y, >0, adica A>0 si P<0.

Se procedeaza ca la 54, facand schimbare de variabila.

@ a) Daca x,, X, sunt solutiile reale ale ecuatiei (A >0) problema revine la a
determina m pentru care x, <1<x, sau 1<x, <Xx,. b) Se pun conditiile A>0,
X,>2,%,>0 si se foloseste schimbarea de .variabila y=x- 2. ¢) Avem
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conditiile A>0,1<x, <X, <4. Se face schimbarea de variabila z = x-1
x-4'
pentru ecuatia de gradul al doilea in z care se obtine, cu solutiile z, z,, se

pun conditiile A>0,2z,<0,2,<0&A>0,P>0,5<0. d) Daca x,, x, sunt

iar

solutiile ecuatiei se pun conditille: A=0, X, =x, = —% >1 sau A>0, x, <1<
<x, sise procedeaza ca si la exercitiile anterioare.

23]a) S, =x,+x,=6: 5, =x2 +x2 =5 -2x,x, =28, S; =x] +x; =(x, +x,)° -

~3(x, +X,) XX, =144. b) Avem: x2 -6x, +4 =0, Xj -6x, +4 =0. Inmultind
cu x?, respectiv xj si insumand se obtine S, =38,,, —4S,. c) Se foloseste
inductia matematica.

a) Sistemele de ecuatii sunt sisteme simetrice in x si y. Se folosesc notatii
de felul x+y=S, xy=P si formule de tipul x2+y?=8%-2P;, x*+y*=8°-

_3SP, x* +y* =(S? -2P) - 2P* etc.
3. Monotonia functiei de gradul al doilea (pag. 138)

@ b) Daca m =0, functia este crescatoare pe R. Daca m € (-, 0), f este

crescatoare pe (—oo. ——2—] si descrescatoare pe [—% +oo). Daca m e(’O, +ao) f
m

este descrescatoare pe [-3 +oo) si crescatoare pe (—oo —%] c) Se discuta
m

pentru me(-o, 1), m=1 me(L +x). d) Se disting cazurile m e (-, 2)U(8, +®),

me {2, 3}, me(2 3).

@ a) Se pune conditia —53—51:—)—=m. b) Conditia este —%5—2 si rezulta
a

m < -2. ¢) Conditia este —2£=2 si m<O.
a

@ Se pun conditiile —Eb_ =5 si —% =-9. Se obtine f(x)= x? -10x +16.
a a

6] Se pun conditiile m <0, -22mx +12-7, ¥V x €[1, 2]. Rezulta m e[-4,-3].
"Z}Sepunconditiile a>0, -1<a-0+b si a+b<l, deci a>0, b>-lL,a+b<l.

x?-18x+3 x? -11x +12

B oIS, gy f(x) =222,
Bla) £(x)= 21053, ) () - X0
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3
x?4+3x+3, x<-=

Fo] a) f(x):][‘;s’lin,x:il;b) Plx)= %X&(*ﬁlJ :

x>1 2 2
x? x4l X2+
2
~x* +4x+8,x<2
c) f(x)= ‘ mz1.
) f(x) {75 L f71]
f72] Pentru m = 3, { este crescatoare. Pentru m # 3 se pun conditiile:
m-3>0, f(~l)>f[§j,§2~—b— sau m-3<0, f(—l)>f(§J si —Eg-l.
2) 2 2a 2 2a

[73.] Conditii £(-3)<f(-1), —23 <-3, m>0 sau
a

m <0, f(-3)<f(-1), —IS—L.
2a

4. Semnul functiei de gradul al doilea

Inecuatii de gradul al doilea (pag. 138)
@ Se alcatuieste tabelul de semn.
g f(x)=(x*-1)(x* - 9) etc. h) f(x)=(x"~16)(x* -1) etc.
@ Se foloseste tabelul de semn.
Solutia inecuatiei este x €[0, 1]U[2, +w).
e) Se aduce inecuatia la o forma mai simpla. Se obtine:
x-1 3x ®~2x2—2x—2
x+1 x+3 (x+1)(x+2)

obtine x (-2, - 1).

=20 si se alcatuieste tabelul de semn. Se

a) Se noteaza x” -3x=y si rezulta ca y?>-2y-8<0 echivalenta cu
(y+2)(y+4)<0 sau (x* -3x+2)(x* -3x-4)<0 etc.

b) Se scrie (x2 = 9)(x2 = 16) >120 sicu y=x” rezulta inecuatia:

y* -25y+24 >0 sau (y —1)(y - 24) >0, deci (x* ~1)(x*-24)20 ete.

©) Se scrie (x -5)(x ~2)(x -4)(x-3) <8 sau (x* -7x+10)(x* - 7x +12) <8 si
se noteaza y = x” - 7x + 10 elc.

d) Se noteaza x* - 3x -4 =y sirezulta cp y> + 3y -4 <0 etc.

€) Deoarece x” +x +2> 0 se obtine ca 8x? > (xz +2)2 - x* si se noteaza x? =y
3x-7 . 4
ete. f) y = — g x* +x=y siseobtineca y* +y-220.

BJ a) Se pun conditiile m-1>0, A<0. b) m<0.A<0: ¢) m-1<0,A<0.
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@ a) Conditii x> +mx+m* -m=>0 si x> +4mx+5m?® +3 > 0,V x e, deci

A £0, A, <O.
10.| a) Fie y =- 5 —I Se obtine ecuatia yx2 =X +y =0, cunecunoscuta x.
X 4

Cum xell se impune conditia A>0. Se obline ca 1-4y* >0 cu solutia

_ye[—%, %J deci Imf:{—l, lJ b) {71, l} c) Lg—zﬁ 84 2\/‘5}

X

2 2 3 3 3

3 17 o1 5] o2
o3z o 52 0[50

@ a) Inecuatia nu are nicio solutie daca (m+1)x* + mx+m=> 0, ¥ x e L, deci
m+1>0, A=m”-4m(m +1)<0. Se obline m e (0, +x).

b) Conditii: m* -m-2<0,A<0: ¢) m>0, A<0.

[13] a) Conditii: m -2 <0, A =(m - 3)* -4 (m -2)(m - 3)<0.

Rezulta ca m e (22J b) Conditii: (2m+1)>0,A<0; ¢) m*-3m >0, A < 0;
d m-3>0A<0.

[14] a) Deoarece x* -5x +8> 0, V x e I, este necesara conditia:
(m-1)x*+2mx +9m-5<0, V x e .

Rezultaca m-1<0, A=4m” —4(m -1)(9m - 5) < 0 efec.

b) Avem ca x” +3x +3 >0, x € &. Folosind proprietatea modulului avem ca:
~3(x* +3x+8)<x’—(m+2)x+m+2<3(x* +3x+3), V x e .

[4x2+(7—m)x+m+1120. Vxel

Se obtine ca - etc.

}2){2 +(m+11)x+7-m=20,V xel
¢) Numarul esle egal cu x” +(mx — 1)2 > 0.V x el Se conlinua ca la punctul b).

@ a) m’> -3m >0 si A<0 sau m =3 cand inecuatia se scrie 2 < 0.
b) Solutiile ecuatiei sunt 1 si 3. Se obtine m = 2.

¢) Ecuatia atasata are solutiile x, =-1. x, = 4. Rezulta ca m = 5.

16ja) a+3<0,A<0.b) a+3>0.A<0 sau a+3>0,A20 si x, 20, x, 20.
a+4

Se obtin conditiile a+3 >0, A<0 sau a+3>0,A20, ik % = 0.
a4

a) Conditii A >0, |x; -x,|=3. Se obtine ca A>0 si JA =6 cu solutia
m e {-1, 19}. ¢) Conditii A <0 sau Az0, x, <0, x, <0.

Ecuatia f(x)=0 nu are solutii sau are solutii negative. Rezulta ca A <0
sau A20, x, <0, x, £0 sau altfel scris: A<0 sau A>0, x, +Xx, <0, x,%x, 20
ete.
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[18] @) Conditii: A>0, xe[-1, 1], x, e(-1 1), deci A>0, X, +X, (-2, 2),

X%, €(-1,1). Dar x, +x, =—§. X, X, =§ ete.

[22) Se impun conditiile -3 <f(x)<2, V x e R, care conduc la relatiile:

4x* -(m+9)x+m+920, x> +(m-6)x+6-m=>0,V x eR.

Rezulti ca A =(m+9)’-16(m+9)<0 si A,=(m-6) -4(6-m)<0. cu
solutia m €2, 6].

f(x)20,VxeR, daca (2m+3)x’ -(m+2)x-m-120,V xel si

x> +(m-3)x-m*+3m >0,V xeR etc.

[26] Trebuie ca f(x)<0, V x e R. Deoarece x*-2(m-3)x+m-1 nu poate fi
negativa pe R avem conditiile x> -2(m-3)x+m-1>0,V xeR, si
(m-2)x*-(m-2)x+1<0,V xel etc.

[26]a) Avem x* -5x +y* -3y+m >0,V x e .

Rezulta ca A, =25—4(y2—3y+m)<0, VyeR, deci —4y® +12y +25-4m <0,

V y e R. Se pune conditia A, =144 +16(25-4m) <0 cu solutia me(lzz, +oo).

Fie f(x)=y eImf. Se obtine ecuatia (y —~a)x® + bx +y -1=0 care trebuie
sa aiba solutii reale numai pentru y e Imf.

Rezulta ca A=b’-4(y-a)(y~1) este pozitiv numai pe intervalul [—% g—}

2 —
decl ecuatia A =0 are solutiile y, = _—;—' ¥z = g Se obtine {}22 = ?; +:
=15-6a

adunare b” =9, be{-3, 3}. Rezultdcda a=1, b=3 sau a=1, b=-3.
Fie y =f(x). Rezulta ecuatia (y-1)x*+(3-4y)x+4y =0, care admite

si prin

solutii reale daca A2 0, deci ye (—oo, E{ﬂ Asadar Imf = (—oo. 2—]

5. Pozitia relativd a unei drepte fatd de o parabold (pag. 144)
@ a) Sistemul de ecuatii: y=x? +mx +1, y =x +m, (1), are solutie unica daca

si numai daca ecuatia x% + (m - 1) X 4+1-m =0 are solutie unica daca si numai
daca A=0& me {—3, 1}. b) Sistemul are doua solutii distincte daca si numai
daca A>0 e me(-w, -3)U(l, +x); ¢) A<O < me(-3,1).

4] Se obtine ecuatia de gradul al doilea x*+(2m-1)x+1=0, cu
A=(2m-3)(2m +1).
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1

) 3
Daca A >0, adica m e (—oo, = Ej w (—2— +oc>], dreapta este secanta parabolei.

Daca A=0, adica me {—

N | =

3
. 51 dreapta este tangenta parabolei.

|

Daca A <0, adica m e L_E %J dreapta este exterioara.

Ecuatia [(x)=0 are A =4, deci are doua solutii reale si diferite. Rezulta ca
axa Ox este secanta parabolei G;. Ecuatia g(x)=0 are A=(m+1)(m-15),
iar pozitia axei Ox fata de G, se stabileste dupa cum A>0, A=0, A<O. Ecuatia
h(x)=0 are A=4(m-4)(m-7) sise face discutie dupa semnul lui A.

@] a) Fie dreapta y=ax+b care contine punctul A(2,0). Rezulta ca

0=2a+b, adica b=-2a si ecuatia dreptei este y =ax -2a. Punem conditia

ca dreapta sa fie tangenta parabolei. Se obtine ecuatia x* -(3+a)x+2+2a=0,
| cu A=0 sise gaseste a =1. Asadar tangenta are ecuatia y =x - 2,
| Sistemul de ecuatii nu are solutii reale.
i 5 1
=ax® +—,a=0.
1]y o
x 9-32a

[12] Se obtin y =ax” + =+
2 16a

pe dreapta y = -2x - 2.
(2]
i3] me—w 2.
2
@ a) tangenta; b) Varfurile se afla pe parabola y = -x% +2x + 2.

Conditii: m—1<0 si ecuatia f(x)=x sa nu aiba solutii reale.
Daca m > 1, se pune conditia ca ecuatia f(x)=y sa nu aiba solutii reale.

cu varfurile V(——l« " 2J care se gasesc

4a’ 2a

Dacia m<1 se pun condifile m >0 si ecuatia f(x)=y sa nu aiba solutii

reale. Daca m =1, f(x)=x*+2>0 si G; este deasupra dreptei y =0.

6. Pozitia relativd a doud parabole (pag. 146)
[6] a) Punctul de tangenta este A(m. m? )

b) Ecuatia tangentei este y = 2mx - m?.

a) Tangentele comune au ecuatiile y =0, y = -4x.

¢) Din conditiile de tangenta se obtin relatiile:
c=-a, b’ +4b+4a’=0,ae[-11].

293



et A A ¥

B INDICATII S| RASPUNSURI

Capitolul V. PROBLEME RECAPITULATIVE DE ALGEBRA (pag 159)
@ Se are in vedere ca 2(ab+bc+ca)=(a+b+c) —(a” +b” +c?) et

2 2 i 5 +n)=1si m-n=+1 m+n=+],
EZ. Daca n® +1=m” se obline ca (m-n)(m+n)=1 si 1

1 ) )
a ned) s ate lue -n=a, m+n=— sise obline ca
cu solutia n=0. Daca ne @ se poale lua m-n =a, %

5 = l(l . a) ael) elc. @ Se folosesle metoda reducerii la absurd. Se
a

obtine prin ridicare la patrat 3b* +5c* + 2beJ15 =2a*, cum a, b, ce © este
necesar ca bc =0, deci fie b=0, fie c=0 etc. Se obtine a=b=c=0. |
E | Fie x + y\/g e A si u+vyJ5eA. Deoarece (‘x +y\/5)(u +v\/5):xu +Dyx +
- 2 " -~ = =
+(xv+ yu)\/g € A rezulta ca (xu+ 5yx)2 —a(xv+yuj =1 si avand in vedere cj
x* —ay” =1, u” —~av’ =1 se obtine a = 5. [R6] Se foloseste identitatea:
a’+b®+c® —(a+b+ c)(a'2 +b?* 4+ ¢® —ab -be - ca) = 3abe si problema R1.
R7] A=4(y* -xy+y*) . R8]a®+b*+c® =(a+b-c).
3 Pentru x <10, 1, fl} rezulta ca la+b+c,a-b+c ¢l el deci :1 +hed,
—be@©. Prin adunare si scadere rezulta ca a, bef). Pentru x = J2 rezulta
ca 2a+c+by2 e, deci b=0, iar pentru x = (1 + \/5) se obtine ca a(3+ 2\/§)+
J | 2 ) 2
+eely deci a=0. [R11, Inegalitatea se aduce la lorma z(ay - ax) +y(cx —-az) +
2.0. §¥I2j Se noteaza a+b=x Se obtlpe
A 2a=x" -y +2° 41, 2b=x?+y? -2% - 1, 2x =y - x* 4+ z* + 3. Prin substitutie
ca2a=x" -y +2°+1 2b= 3

i(z-1)

rezulla egalitatea (x —1)° +(y 1)’
—— ) lll-d)x~0' e)xejg.l.~;ﬂx:l.
=2. R14]a) x = 0; b) x = 0; c)xbll,r.—gf‘{, =0 =13+ L 5

[R15) a) Daca x > 0 solutia este x =m -2 >0, pentru m €[2, +»). Daca x<0
soluf «). b) Deoscbim cazurile: x |1, +=).

bhtec=1=y* c4a-2=2%
+x(cy - bz) bie=1=y
=0, deci x=y=2=1sia=1 b=0,
3|

solutia este x =2-m <0, pentru me [2‘ +

A = 5 ia es el +oo).

Ecualia se scrie x-1=x+m sau m=-1. Daca m = -1, solutia esle x &[ )

| . d ic SCT —X=X+m,
Daca m # -1, atunci xe@. Cazul xe(-=, 1). Ecuatia se scrie 1-x

1-m 1-m

y <1 ir ne ——— <1, deei m »-1. Asadar,
cu solutia x = 5 Condilia x <1 impune 5 1

pentru me (-», - 1) ecuatia nu are solutie. Pentru m =-1,

I-m
i =— azul —o, M.
x e[l + ). Pentru me(-1, + «) solutia este x = 5 ¢) Cazul x e( ]

i ibi ({ =m ~ 2 itia x=m-2<m
Ecuatia este m -~ x =2 cu solutia posibila x =m -2. Conditia x =n v

[Se)
©
N

solutia este

!
1

e - H INDICATH SI RASPUNSUR]
l \_’x*\_
;:mpune mel. Cazul xe(m, +o). Ecuatia este x =

§Solutia ecuatiei date este S =/m -2 m 4 2].

'- a) Din prima ecuatie se obtine {x!=0,2, din a doua ly}=

m+2 care este solutie.,

|
f[x]+[y]:2. Solutia sistemului se scrie x = + 0.2

prima ecuatie se obtline {x)=0,1. Solutia y =4.2

=0.7 si apoi
=2,8-m, nez. b) Din
2 si x=11. ¢) Daca [x]=0,

atunci din prima ecuatie se obtine x =0 si din a doua y=0. Fie [x]=nex.

Din a doua ecuatie obtinem y(1-n{y})=0. Cum y#0, avem 1= ni{yl, deci

1 ;
{y}=—.nerx \ \~L 1}. Daca V=p+ l ped, din prima ecuatie s-ar obtine
n n

cd n+{x|=pn+1, deci {xj=l+n(l-p)er, relatie care poate avea loc doar
}daca l+n(l-p)=0, deci (P-1)n=1. Dar ne# \ !

avea loc. Asadar singura solutie este x -

=L 1} si relatia nu poate
y=0.d) x=0, y=0 este solutie. Fie

|x# 0. Din prima ecuatie se obtine [y]=11 »X
| .

[v]=1+n= - [nx]

o ¥ e - .
., deci - e #. Notam Y =nx si avem
X

. Pentru n=1 se obtline x = y=2. Daca nz2 se obtine

ca

| nx? =[x]+n+1

n+l<nx <n+2, deci l+l§x<llr~ si [x]:l. Astlel x* ——— si x:\/Hg
n n n n

care se constlata ca nu verifica. Pentru n< -1 se arata ca nu exista solutie,

- a) (a, b); b) & ¢) Conditiile de existenta pentru intervale impun x e
4= y :
€(-e, 1]. Daca x<-3 se obtine ’g-‘;}i, ZAJ Daca x (-3, l] se obtine ca

[2—:{ 5-3x

5 w’l‘] E{l@} a) Pentru n =1, intervalul este [L, 4] si cuprinde nume-

. 1 i
rele {1, 2, 3, 4], Pentru n =2, avem ca 2-—<2<8 <3 +—<4, deci cuprinde
n 1

numerele 2 si 3. b) Pentru n - 1. 16.7. 8, 9,10},

R20. Este necesar ca n > 2. Pentru n = 2k,

lar pentru n > 1, {7, 8, 91.

, I i
aven ¢a -+ — =k + ——

<k+1lx«
2 n 2k

n+3 |1 o ; n ,
< -~ —<k+2, deci intervalul contine doar pe K+1=-—+1. Pentru n - 2k 4
2 n 2
o n n+3 1 P . e -
+123 avem ca 3 +—<k+1l< 5~ —<k+2 siintervalul contine numai pe
. m 2 n

1
k+1=220 E d) si f) sunt propozitii adevarate, restul sunt false.
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R23] a) {0}; b) {0, 2}; ¢) {0.1, 2 5}; f) Se scrie ca xy +3x -5y =0=(y +3).
(x-5)=-15. (1, 2,7, 8}, {3, 4, 5, 6}. [R256] Suma elementelor lui A este
S=2n(4n+1). Cele doua submultimi trebuie sa aiba suma elementelor egala
cu n(4n+1). Se poate lua B=({1, 4n+1,2,4n, 3, 4n-1 .., n, 3n+2} si C=A\B

A, ={0,36 ..3n ..}, A ={L47..3n+L ..}, A; =N\ (A, UA,).

Inductie matematica. Pentru calculul sumelor se au in vedere egalitatile:
k 1 1 1 1 1

® INDICATH S| RASPUNSURI
3 4 2,2 g

=x"y(-b)+ XZ(Y - X Zl)*‘ yz’ (—Y2 # XZ) =0=..=>abc=0 etc. b) Dupa ridica-

re la cub si reduceri se ajunge la a) etc. Se ia n=1,2, ... si se aduna

relatiile obtinute. Rezulta ca f(n)=1+2+. 492" —9on . a) |f(n)|=1

deci [ este marginita; b) nemonotona; ¢) Se arata ca f (n+4)="f(n).

R60.a) If, (x)| :{%}e[o, 1); marginita; b) f(x+2n)=f(x), v x ¢ &

R61] a) marginita, T =2; b) marginita, T =1: ¢) marginita, 0 <f(x)<n, T =1

a) klk=(k+Dl=kb B) G = e @ Kie(ko D1 (keD)l (5+2)1"

pentru ke{0, 1,2, .., n}. R33] V/a e daca a este patrat perfect impar. Fie
(2k ~1) cel mai mare numar natural din multime. Rezulta ca 2k -1<+v2n-1,

de unde n3=2k?-2k+1. Se obtine ci [\/g} <k< [1—4’%] deoarece

1++2n-1
2
singur k cu proprietatea ceruta. 6°. [R36.| Fie a =card(A), b =card(B).
Se pune conditia a” =b®. Rezulta: a=2, b=4 sau a=4, b=2 sau a=b etc.
144 moduri. Se observa ca daca numarul n se scrie in a, moduri, exista
relatia a,,, =a, +a, ;, n=2. a) |a,| <2, marginit, crescator. b) Daca
1-x>>0, sir crescator, daca 1-x? <0, sir descrescator, daca 1-x” =0, sir

2k -1<+4/2k -1 <2k. Rezulta k ={ } avand in vedere ca exista un

constant; c) 9;‘—4>1, sir crescator. Se observa ca a,, 22a, si se obtine ca

a, 22", deci este nemarginit. d) a,, =1 si a, , =2k -1. Sir nemonoton si

nemarginit.

Fie n, n+m, n+2m laturile. Se obtine ecuatia n* -2mn-3m?* =0 cu

solutia acceptabila n =3m si triunghiul are laturile 3m, 4m, 5m, unde m e N

Pragurile au termeni generali a, =4n-3 si b, =1In-7. Din egalitatile
3m -2

a, =b, se obtine ca 4n=11m~-10 sau n=2m -2+ . Scriem ca 3m -

-2 =4s sise obtine m=s+ 52 . Este necesar ca s+ 2 =3k sivom obtine ca

m =4k -2, n=11k - 8. Termenii comuni formeaza sirul (a,, ) sau (bg, ,)
care este progresie aritmetica. @ a,=3,q=4 sau a, =48, q :% si progre-
sie este 3, 12, 48 sau 48, 12, 3 etc. a) Notam a=x>-yz, b=y’ -xz si

2 s &
c =22 —xy. Se va obtine succesiv: x*yz - x°y® + xy*z - y°2® + xyz* -2°x* = 0=

296

d) marginita, T =2; e) marginita, T =n.

R62. a) fn(x):%; ) f,(x)=x+(4"-1)[x]: @) (fof)(x)=x etc.;

+nx
e) (fef)(x)=-1ete; ) (Fof)(x)=(-1)" etc.

Se folosesc urmatoarele egalitati: a) ( I1-& j :_l“xz.
1+2x/ 1+2x*°
(1-x) 1-x%° D% 2=x2 1 '
o {15212 0 (250 222 3o 2) A
1+x/ 1+x° ) 1+ 3x 1+3x2’d)f2X ) "a\* T@)

a) ae(-m,—1];: b) a<0 si a+2<a’+2. Se obtine a e (-, 0]: €) Se pun

conditiile 0 <1-a<1-3a<8. Rezullaca ae {—z O}.
3

R75. b 2m + 3
a')){:_-—::— , - B : - B
22 2(m+1) Y a(mer) OCAAACA X2y T =0,

b) A(-1 2) este comun parabolelor.

8m+7

Ay =a®-4b. Dar -b>-a-1 si rezulta ca Ay > (a+ 2)2 2 0. Analog se

arata ca A, =b” —4a > (b+2)’ 20, deci axa Ox este secanta parabolelor.

a=b=2,c=1d=3.

a) Se substituie z=1-x —y si se obtine ecuatia x> + y® - 2x — 2y +2=0
1 1

sau (x-1)2+(y—1)2:0 cusolufia x=y=1siz=-1.b) x=—,y=1,z=-—.
3 2
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; ELEMENTE DE GEOME’FRIE | Avierit A AC = A Se obline: al 209 ) 309 g) 4. 12,

i | * "
aricaie palralaber e Ja) O Al

Kelalin are loe in
deet O este shmmetrieu! 1ui O lata de €.
Capitobal Y. VECTORI IN PLAN

. . ) y P B E.E'.i“.li’;u::i:»?u;{\;n‘;l. ]‘M’ii.,‘i U IENUSI " T o G RFURNTIR ST | T 10
1. Segmente orientate. Relatic de echipolenta {pay. 162) e

IR B S & W Y

‘.RH.‘ 2 M IMO F MM, B P bele A B G S e Lty cw A

14 a) 40 b} (AB(DC:(AD.(BC: {BA. (CD: (DA, (OB au cate doua acclagi el centyid an . w0 progetod divanctod opus bt A& Dl T
sens. De sensuri opuse (AB si (BA sau (8B si (CD elc. 2] a) AB, FE: AF.

elaiun Cx8 ¢ (ol oK T v el b e A A O30 OA = O, deci (’ i

Bl O BOUED: AC, FID au respectiv acceasi directie. b} Exemplu: (AF ., (BE /
/

|
|
Si (CD an acelasi sens, far (AF (DC au sensuri diferite ete. [f.:_}] a) (CB, (DA, ! abtine ea ABC este cobilateral c o n
|
|
1
i
|

).»;\I.J‘nlul\-zui sl ente podi, dect Of L B0 Analop rezulia \

ca OO 1A deci O esie @ srioientoal friusghisdul ABC. Se

respecliv (AR, bY Exeniplu: (AB. (FC, (ED au acelasi sens, iar (AF i ({DC au 23 Pocteie A, ts O st pe o cere oo cendiml O, Ve
1 gt 2 . ‘ _ . . . -t o
’/ N o, Foakted awsdd QA 0 OE s 00 20D - OF. Rezudta

sensuri opuse. €) (CB. (EF. (DO: d) (A0, (BC, (FE. [4)a) EF. FG, MH. HI. res-

i"//‘ y PR S OF, 1O - 0 Jdeed O este andjloeul segmentuhag H]\

R o S Sy N . e iy LA SANES S Smmmen sesew / <, Pt ) Yo MO v oS b ooed e oo ndetor 1ALzl i i S5
| 50. OF: e) OQ, SR, NP; d) AO, OD. FE: €) FO, FC. MN, RP, AB, ED. AM. MB, | A~/ Daca M. N st anijloacele segmeatelor [AR] st [CD] s
ECL QD si opusele acestora. 8] & este mijlocul segmentului [DM], B al lui | i ' obtine ea OM . DN dea O M, N sunl colbgace st O este

= : 3 o . — 5 aiitocul W JEAND Cius 0 esbe eendrul ecrealud
[AN], € al o [BP] «i D mijloen] pentra [CQ). Se arata ca A AMN, ABNP, s i L

CIFINSCrs Tezatla od O L D O 1 AB daee Gl O Biadog, rezalid oo

ACPQ si ADOQM sunt triunghiuri dreptunghice congruente.

A || BC, tect AL enle ¢t i

e - 5 P, T { | i b i otuas 1) G poastrd o ¢
Z. Operatii cu pectori ‘ F{‘:& ORI este paradelogra, Pros bl O eute el o 10 paport o L
P o) : & & e T e SRR N IR (STY | o Y2 Crvcitede b BHtersest e s
2.4, Swma si diferenta vectoxilor (pag. 163) 26, Se due prin A pavadele Ta ook dota sleegae. Prnestele Qe ditel et sl

ila) AC: B) AC, unde €, este simetricul Jui C in raport cu 3. €} BA. unde | cele caniaie @27

g ol besw AT 7 34
Aveings A = O 4 MA =t i3 Gd o Wi bes e W s BD. i

S S v ) ) ) i e
A, astfel incat ABCA, este paralelogram. d} AB,. cu 13, simetrica) hai B in ‘?}’
raport de €. Observatio. Vectorii rezultati sunt reprezentanti ai vectorului | problenee Sh resudice o WA IV DY a R Wi ATUES

sinna. Se pol face sioalle constructii pentru oblinerea unor reprezentanti ai 1«” | Avem {probtensa 35) ; it T O 2030, XA 10N

—— ) i e . N R A , I . ¥ { L i S TR | \ *

‘ stmet. !2] fie [, £, G astlel ineat patrulaterele AOED, AOBF, AOGE sunt para- : ) ‘ R TR PR S
'1 = Se aduna aeeste relafid, B e 4G sijleiseo e Segmein et PACH s LD

lelograme. Rexulta a) AO: b) AC: ¢ OF; d) O e} 0. AB 4 OC = AB + AOQ = )
5 Ee e T oo == e = Aligaed MA + MO - 2MP s BB R 20 be obiihe ME - MG 511
O, g AB+BO-AG: B) AB+OA+BO=0; i) AD. [3]a) AD: B) AG. G ;\h‘m v | )\ i1 WAL | ; }
. i S— e ] S 14 3 oy 3 ;'x‘ (. "rf: ERYE S s g y Fu
mijlocul segmentului [BC|. ¢} EB: @ DE+ DC = DH. cu CDEH paralelogram. plsh B A% B Ve PO ’
bk e dC = BA 13 4 A -0 e

&) BC O - BJ. ande 1 simetricul lui E fata de € si BCLJ paralelogran. A i i

—_ . - - = o Ueoaredse Al = 1 sevtzma foydoaay® AEL D cnils 0 pls B A v R e A A

%’! a) AC: b} Clx ¢) CG, G mijlocul Tui [EI‘"]. d} Bl cu BCHA paralelogram; o ; ) Fonh e T
e ) ) . ' Hs:'t‘:l;i('tii«\ A0), elewei £ 240 d LR LT b abewia CME pesniie By B S0

e CLo1simelcicu? fui © fala de B ! .

B ; ) o . - ) , ) Plar B 51+ d ORIy = ALY e 3T st reedgi R TN b3l L

B ) Aven A DC - [AC + CB) ¢ D = AC+ (DC + CB) = AC + DB. ‘ : v pa 11 Bl

) ) | .”‘v_AL:}lU‘:'_ S arabi v B Ladvd Wiy b d b5 b 5] LT S w4 (R

B} AC ¢ BD - (AD + DC) BD = AD +({BD + DC) - AD + BC. | poligomalui se  obline  MB BE L B0 DI A BN MA A CH - ded

v’ % )1 g = o= . = . . . ¢ R - 2 - N | = AC 4 BD. I WL 131 I i PN = BAA 4 ALY L, Prias

g oay AM: B) AM G BM - AM: ¢} AN, N simetricul lui M fala de B; d) AP, P | 2MN = AC+ BD. B) L VEN 91 M S A .

| o ) : - ‘ — o i adunare se obliae re
i sinewicid Tol M tata de O ef AR {8 Rezultania este AC si nu depinde de M.

wy M. b oa, A BC+ CA =0. vV A, B. Qe [ﬂj Fie ABCD paralelogram. |

37 OA 101 e sl R
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a) Fie E, F mijloacele laturilor [AB], [CD]. Din problgna 40 se obtine ca
PR = 2EF = BC + AD (problema 42). OACB este romb. [41] Fie {O} = ACNBD.
Cum OA+OC=0 si OB+0D=0 punctul O verifica. Daca M este alt punct
din plan cu proprietatea data, avem: MA + MB + MC + MD =0 = O-Px +O0B +0C *
+0OD, de unde rezulta ca 4MO=0, deci O=M (se are in vedere ca
MA = MO + OA etc.). @ Nu. ) Se scrie OA = OM + MA etc. si §e aplica .a)'.
@ Coliniari cu acelasi sens. 46| M Eite cgltni parglogramulul. Se aplica
problema 49 b). Avem CL =CN +NL =NB + MN = MB, deci MBLC este pa-
ralelogram. Analog ALDP este paralelogram. Dar CS=MB =PC si se obtine ca

PS =2PC =2MB =LM si patrulaterul LMSP este paralelogram cu diagonalele
MP si SL, concurente in centrul dreptunghiului.

Fie M, N mijloacele coardelor [AB] si [CD]. Rezulta ca Figura 3
ey e o e el wws s MR gy e s o

PA-FO+OR, FB=FO10B, FC-P0.OC ol PB-PO+0B 3K,

Prin adunare se obtine PA+PB+PC+PDj ilPO }LOA+

+OB+0C+0D. Dar OA+OB=20M si OC+OD=20N si

astfel OA +OB+OC +OD =2(OM +ON)=20FP si se obtine ega- 4

litatea ceruta.

Fie OM =OA +OB. Rezulta ca (OM este bisectoarea unghiului BOA.
Rezulta ca unghiurile A/O\M BOM sunt ascutite si ‘Oml >1. Daca luam
Ne(OM), cu ON=1, rezulta ca rezultanta OC +ON este pe bisectoarea
unghiului CON si '(Y) e 6ﬁ‘ >1.

Asadar ’67&+6]§+&3l2‘m+0—c‘2*® +67C4’>14

2.2.Inmultirea cu scalari a vectorilor (pag. 170)

B — e == omes = o= 1o
AP=a; AB=b-a, 0Q=4b. PO =-2a, PQ=PO+0Q~-2a+4b PN=_PQ=

=~ +2b, ON = (OF + OG) - a + 25, AN = ON - OA = 2b.

B2.] Deoarece DC =2AR rezulta ca DC || AB. Avem AC =a+b, DB=DC+CB =
- —2a-b, AD=AB+BC+CD=b+3a CA+DB=(a+b)+(-2a-b)=-a

AB=-2¢ CB--La AC--2b AM-a-~¢ BN=_a+h CP=25-.
@AB:—EC,CB:—g . AC=-2b, AM=a -, 5 -
m Fie O centrul hexagonului. Rezulla AD =2A0 :2(a +b). AC=AB+BC=

—a+AO0=a+a+b=2a+b, AE = AF + FE = b+ AO = a + 2b.
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B5] Avem AB=b-a, FO=AB=b-a, FC=2F0, BC=AO=AB+AF=b-a-
~a=b-2a, FD=FE +ED=BC+ AB. 62]a) x=-1:b) x = 2: ¢ x:hé.

ITQ:%(E~2A_E), Fﬁ:%(QATB~A_C'), PQ=-PR, deci P este mijlocul lui
[QR]. a=h. S/Tc—grB. BA =CD=CA + AD = -6AL + 5AK, iar
ﬁ,:ﬁK+TL:5A_K—5KL:5(AT{+E):5m, deci B, L, K sunt coliniare si

BL =5LK. [76] Se obtine xAB=AM-AC=CM Avem AN-AB+BN- AB+ L B

x+1

si W:N@+C—M:—%FC+XE:XAW.
X+

79 Fie AB = kBC. Rezulta ca AB=O0B - OA, BC =0C -0B si

OB -0A :k(afl—FB) sau OA +kOC - (1+k)OB =0. Deci daca A, B, C sunt
coliniare se poate lua a=1, b=k, c= -1k, Reciproc, fie aOA + bOB + cOC = 0
$i a+b+c=0. Rezulta ca aOA+bOB+(-a-b)OC=0 sau a(OA - OC)+
s b(O_B - (TC) =0, deci aCA + bCB =0 si vectorii CA, CB sunt coliniari.

a) Deoarece GA = ~%(ﬁ, pentru n#0, punctul G exista, el impartind

segmentul [AB] in raportul -2
: n

atunci mMA + nMB = mGA + nGB, deci mMG + nMG =0 sau MG -0 sau M=G.
c) Folosim ca GA = GM + MA si GB = GM + MB in relatia de la a).

B1] Fie M, N mijloacele laturilor [AB] si [AC]. Din problema 40 rezulta ca
BC =2MN, deci BC||MN si BC = 2MN. 82 Fie ABCD trapez AB||CD si M, N
mijloacele laturilor [AD] si [BC]. Cu regula poligonului rezulta ca MN - MA +
+AB+BN si MN = MD + DC + CN. Prin adunare se obtine relatia 2MN = AB +

Daca mai exista M cu mMA + nMB = 0,

+DC. Dar AB si DC sunt coliniari si exista aelR cu AB=aDC, deci
2MN = (1+a)DC. Rezulta ca MN || DC. 83] Fie ABCD patrulater, M, N, P, Q
mijloacele laturilor [AB], [BC]. [CD], [DA]. Cu problema 87 se obtine ca
2MN = AC = 2PQ si 2MQ = BD = 2NP, deci MN | PQ si MQ|| NP.

Avem BE + EC =BC si CD+DB=CB. Prin adunare rezulta BE +CD =CE +
+§5:%+%é, (1). De asemenea, AD, = AD + DD, :ETB+BET) si AE, = AE +
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i BE, = & AC + 3BE. Prin adunare: AD, + AL, = 3 AB + i—g—AC + 3CD + 3BE = %
I i S 4 4

{AB + AC) - ;;(7\175' + AC)= 0. Deci AD, = E/A si A, D,. B, coliniare.

85 Fic AB-a, BC-b Readta CM = CB+ BM = DA+ SAB = ]l(a:xu hAD),

o ) )

D a5 -~ L{aAB - bAD), deci aCE+bCM =0 si C. M. E

a a

coliniare. 86/ Avem 2MN = AB + AB' = DC + D'C’ = 2QP si 2MQ = AD + A'D =
BC + B'C' = 2NP. Asadar MN || PQ si MQ | NP. Fie 2MN = AD  BC. Dar

9MN = AD + BC si rezulta AD + B(\ = AB + BC = \Aﬁl + lBC‘:‘. deci vectorii AD si

CE = CD+ DE = BA +

BC sunt coliniari, deci AD || BC.

@Q Fie k = 4l EJ& .~ Rezulta ca AD = E AB si AE = 1——]—~—- AC. Daca O

DB EA k+1 <+ 1
PR | J— —
esle mijlocul segmentului [DE] obtinem ca 2A0 = AD + AE = I(T AB+ o AC=
K+ <+
) — o . . - ‘
- 2K AM+ -2 AN, de unde A - KRN+ AN si cum P
k+1 k41 ko+1 k+1 k+1 k+l

punciele O, M, N sunt coliniare.
EQ.] Fie [0} = AC ~ BD. Dreptele linii mijlocii se intersectcaza in centrul para-
lelogramului formal cu mijloacele M. N, P, @ ale laturilor [aB]. [BC], [CD], [DA].

+%(dﬁ + 615) —OA + OB+ OC +0D. Notam R e (OC astlel incat OA = -OR si

Se(0OD cu OB=-08S. Rezulta ca 0=-OR - 08 +0C+0D=RO+0C+ SO+ 0D =
numai daca S =D si R =C, deci ABCD este paralelogram.
AO _BO _AB _a

@] Se cunoaste ca = . unde a=AB, b=CD. Rezulta ca
oCc obh DhC b
AO = jiLli AC, BO = «ii-- BD si fic AE = kED. Din asemanarea triunghiurilor
at+h a+b
AOE si ACD se obtine ca AL 4 s1 analog = =3,
ED b T FC b

Dar BEO-AO-AE - -2 AC- " _Ap--2"DC In mod analog se obline
a+b a+b a+b ]
relatia OF = BF - BO = ,Jg DC. deci OE = OF si OE = OF. |91, Vo arala ca
a+ ]
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AlL

AL

vectorii GH si EF sinul coliniari. Fie Rezulta ca AG = (1 -a)AD si

AE = uAB, AG = (1) A sise obline ca:

GD = AD= AG = Al (1- a)AD  wAD. deei GH GD i DH = A + AR

~a[AD + AB) = wAC Annlog BE - EB ¢ BF - (] )AL 4 (L w)AD = (1= u)AC.

Asadar GH, BF si AC sunl respectiy coliniari si astiel GH || AC, EF || AC.

3 Despompurlgr;*a unui vector dupa doi vectori necoliniari {pag. 176]
)lj AM = AD +AE, D, E mijloacele laturilor ]"AIS'I si [A(‘]. . .
] se stic ca AM + BN+ CP - 0, deei AM = NB+ PC = AQ 4 AR, unde Q. R sunl
z_xsilf("l meal ANBQL AVCR conl paralslograme. - ‘ o

[Q] D este piciorul  biscctoarer  interioare  sau exterioare, [4’ (A este
bisectoarea
AB = AC

interioara a BAC. \S.i Seoau i
AD, BC = AD. Cii— A} AD - AC. DA AT, B
AM  n AN m
MBm NG

gl vedere  relatiile
AD - AM + AN

vnde Me (AB), Ne (AC) st

4. Reper cartezian
4.1. Coordonatele unui vector (pag. 177)

1)a) AB(4. -2): AC(-6. 0): AE(-2. 4); b} (2 -2). |

: - 12, 6). respectiv (8, 2).
2.)a) AB(-2, 2), BC(-6.0). AC(-8. 2): b} Fie M{x. yv).

Rezulla e AM + I3M 4

+CM are coordonalele (3x - 2. 3y - 186). Se obline x “j AR =
' i :

S A T ( i

3/a) Oil -~ - |: b) e obtine M1 21 nl!tY o 2 1
3. V"5 3 J b} Se obiting R\H‘ ko2 J I“ o ‘ ) G = = /\

. Lk Y wd . b

[7] a0, ), B8 01y, (as B 6012) (a6 b)i6. 10}, 156 BC 8.

bql a) Se scrie v o xa vho Resulta egalitadea de veetori 5§ (x \')n't
V(x+2y)) s X =3 ¥ =-2: b) ! “) : l: &} (0. 9 ) ! 1l 2 |

] 3 i 9 )
2] A(2.3), B{O4), C- 38,14 D sy, 2 -2 o) F 3. ‘
12, (0.4) D) D=4 -3 Bl -5 O F(2. V3). 128] a) Se

serie D(x, v) si AD = BC. Rezulta I =2y -8 =15

lelogramele sunt ABCD, ACBE. ABFC. Se ohline D{7. Iy, I2(3
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Nu. a) Punem conditia AB=aCD si se obtine -5i-4j=a(x-4)i+

+oj, cu solutia o=-4, x= % b) Fie E(x, y) si AC - ¢BE. Rezulta relatiile

2~i—43=u(x+3)ﬂi+a(y~—1)j si y~2+1 -0. Rezulta y=-1, a=2, x=-1 E(-L -1).

23] a) AM =6a - b; b) AM = 2a - 4b, BM = -3a - 4b. [25] C(5. 3).
a) Fie C si D astfel incat OC=20A si OD = yOB. Rezulta ca

OM = OC + OD, deci ODMN este paralelogram, CM=0D si CM || OB. Locul
geometric este o dreapta paralela cu OB dusa prin C.
b) Din relatia OM = xOA - OB, daca B, este simetricul lui B fata de O, rezulta

Vca §1_I\71 = xOA, deci vectorii B—IM si OA sunt coliniari si B,M|[OA. Locul
geometric este paralela prin B, la OA. ¢) Se obtine ca OM = x(@ﬁ +20B) + OB
sau BM = x (O_A 4o 20—8) _ xOC, unde OC =O0A +20B. Asadar vectorii BM si
OC sunt coliniari si BM || OC. Punctul M apartine paralelei prin B la OC.

Se folosesc relatiile 20M = OA + OB, 20N = OB + OC, 20P = OC + OA. Prin
adunare rezulta ca OA + OB + OC = OM + ON + OP si apoi OA = OM -ON + OP,
OB - OM + ON - OP, OC = ON + OP — OM. Se are in vedere apoi ca AB=0B-
_OA = 20N - 20P = -2i - 8] etc.

AB + AF = AO, AC = AB + BC = AB + AO, AE = AF + FE = AF + AO, AD = 2A0.
Se obtine S = AO + AB + AO + AF + AO + 2A0 = 5A0 + AB + AF = 6A0.

4.2. Distanta dintre doud puncte (pag. 181)

a) AB=BC=.10; b) AB=41160, BC=1044, AC=116 si AB’=AC"+
+BC% ¢) AB=AC=BC=1. [32/a) AB=AC=10; b) AB = BC = /40;

¢) AB = 1160, AC = /1044, BC = /116; d) AB=BC =AC =2.

B5) Fie C(x. 0). Se obtine AB’ =5, AC* =(x-4)" +9, BC” =(x-3)" +25. Se
observa ca sunt posibile doar situatiile AB” + AC* = BC? sau AB? + BC? = AC*.
Se obtine x =-2, x=-7. Daca C(0, y) se obtine AB® =5, AC* =16+ (y -3)%,
BC? =9+ (y-5)°. Sunt posibile egalitatile AB® + AC” = BC? sau AB? + BC? =

= AC?. Se obtine y=1 si y :g.
Daca M este egal departat de axe rezulta ca are coordonatele M(x, x) sau
M(x, —x). Avem relatia AM =|x|, de unde se obtine ca (x - 47 #(x~ 10)* = x*

sau (x—4)* +(x+10)” =x* cu solutiile x =14 +80.
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Se ia C(x,y) si se folosesc egalitatile AC® = AB’ =4, BC® = AB” =4. Se

obtine un sistem de ecuatii cu solutia x =2, y =2+ /3.

c(g o) sau C(0, 6). C(8.9), D(7, 5).

Fie C(x. y). D(a, b). Segmentele [AC], [BD| au acelasi mijloc. Rezulta ca
x+2=a-2 si y+3=b+7 deci avem C(x,y) si D(x+4, y-4). Se pun

conditiile BC = AB si AB” + BC? = AC® sirezulta x =2, y=11 si x =-6, y = 3.
[42] Fie B(x, 0). Din teorema lui Pitagora se obtine ca OB? = OA? + AB? = 25,
deci OB=5 si xe{-b, 5}. Se ia A(a, b) si din relatiile OA =3, AB=4 se
a®+b*=9

5 sa
(a-5) +b*=16
tiile a:%. be{i%} si a :~g, be{i%}.
Se iau punctele A(a, 0), B(b,0) si C(0,c) si se exprima distantele
cerute. b=1 a=4,5. Centrul de greulale al triunghiului este
G(0, m). Rezulta AG® =2m’, BG® =2m’, AB® =4m” = AG” + BG’, deci AG L BG.
Din conditiile AB =BC si AB? + BC? = AC* se obtin relatiile:
/[a2—4a+2b~1:0 Notam a -3 =x si pri i i ’
lb274b+4a~8=0. si prima ecuatie se scrie 2b+ x” +2x —

—4 =0. Se substituie b in a doua ecuatie si se rezolva ecuatia:

. Ja2+b2:9

y s lu-
{(a+5)2+b2:16 cu solu

obtine sistemul de ecuatii {

x(x* +4x” +4x +16) =0 sau x(x+4)(x*+4)=0, cu solutiile x=0, x =4 si

a=3 a=-1. Pentru a=3 se gaseste b=2, iar pentru a=-1, b=-2. Daca
AC este latura si BC diagonala, avem conditiile AB=AC si AB® + AC* = BC”
etc. p2] AB =17, BC = /41, AC =4, deci AC<AB<BC si B<C<A.

Capitolul II. COLINIARITATE, CONCURENTA, PARALELISM
1. Vectorul de pozitie al unui punct (pag. 185)

[1]a) OA =2 + 4], OB = 6i + j, OC = i - 3 b)m:%;ﬂ:mgj;
_ OB+OC 5. ... OC+0A 1. 1-
ON = + ZEi_j.op:M:li_ylj.

2 2 2 2 2

] Notam {E} = AC ~ BD. Se obtine 20E = OA + OC si 20E = OB + OD.

[a] Avem 20M = OA + OB, 20N = 20B + OC, 20P = OC + OD, 20Q = OD + OA.
Prin adunare se obtine relatia ceruta.
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vectorilor AO si AP se obtine ca AP =oAO si din liniar independenta

vectorilor AM si AN avem —§b~72‘ si s fl

a+b 2  a+b

Rezulta ca b = 2a.

b) {Q}=CONAB si gg = ?l Patrulaterul ANPM este paralelogram (MP || AN,
)
aCB + bCA B
a+b

A .7 ==
NP || AM).Rezulta ca AO = OP. Se obtine CO = _Cf’iz* CE si CQ =

bCA + ° aCP -
:——Zb-—. Din coliniaritatea vectorilor CQ si CO si liniar independenta
a+
vectorilor CA si CP se obline CQ=aCO si b :(1-. o =9—, deci
a+b 2 2(a+b) 2

b=3a sau BQ=3AQ. ¢) l%

DO 3 MO 1
OF 4 OE 6
Se obtine ca AN _BM

ND MC 1-a

si [CD]. Avem ca F‘E:}\m;& si EF =

[23] Fie {0} = ME 1 DF. S

-m. Fie F si G mijloacele segmentelor [MN]

AN+BM mND + mMC

= = mFG, deci
2 2

E, F, G sunt coliniare.

25, a) Avemn }WLI—-MC (‘Nf~i-—NF a) BM = aBC + (1 - )BA,
= o
BE = 2BA + 2BC, BN = uBE 4 (1 - «)BC = 2uBA + (1+ «)BC.

8 . J-u 3 . Se obtine

b) Vectorii BM, BN sunt coliniari daca . deci a=+
+ 20 3
’3 1
& = \/ 26. 1, = 3.r2:2.
. . 2 n’ .
Din teorema lui Thales rezulta:a) —= — sin=2: b) — = sin=7;

n 4 14 n-+1

¢) mn =8 cu solutiile (m, n)e (L 8), (2, 4). (4. 2). (8. 1)}. [2_8] Din teorema lui

Thales se obtin relatiile n(n+1)-3m, n®* =pm. cu p-= lBl‘ e™.  Avem
3n’ g 3 R ) . . ;

p=——=3(n-1j+r —— &M Rezulla ne{0, 2} cu solutia ceruta n=2, m =2,
n+l n+l

p=4. - Cu teorema lui Thales se obtine mn =18 cu solutiile:

(m. n)e{(118), (2, 9). (3. 6), (6.3).(9, 2). (18. 1)}. Cum ABC este echilateral

rezalld m =6, n=3, p - - é
.=

o)
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PA  NA MC MB

+
AB NC BC BC

B1.]M este mijlocul i [BC]. Avem: A D _Dm AP
T ' AB BM MC AL

I__Ja) NL PB M(,+MB BC
AC "AB BC BC BC

— . B , MP  BP NP PC
y rebuie aratat ca MP + NP = 2AD. Avem — = —— si =
AD _ BD AD ~CD si rezulta

ca Mp+Np = BP-AD PC-AD 2. AD(BP+PC) 2AD.
BD CD BC
838) AMND - AABD - MP _MN - vinp - aaBe = MN NP
AB’ AB BC

|g4_] Fie E« AO, F CO, cu ME| BD si NF| BD. Din teorema lui Thales in
MA AE ND _OF lMA ND AE OF
MB OE’' NC FC' MB NC OE FC'

gIE::ME, iar AAEM -~ AAOB si ACFN-~ACOD = AE

AAOB si ACOD rezulia

Dar

AOEM ~ AOFN =

_0A CF _OC } MA ND AE NF _OA OD
Rezulta ca — .
OB 'NF OD’ MB NC FC ME OB oc’
s iz B
LBSJ Fie MN | BC, N e BC. Atunci rezulta ca L, MN - 20 -BC = = S C).
= AD "h, h,-BC aria (ABC)
5 ria (MAC 7 aria (MAB
Analog se obtin egalitatile e i ). - aria ’). Prin adunare
EB aria(ABC) CF aria(ABC)

se obline egalitatea ceruta.
[_} Se arata, folosind teorema lui Thales, ca GF || BD||EH si GF = HE.

. (
[ﬁ?. Fie O} = ACABC. Din AOAF - AOCB = g - 91‘\— iar AOBE ~ AODA =
o oB  oc’
OE OB OE OC . : ; S
= —— =-—— si se obtine ca —— Se foloseste apoi reciproca teoremei lui

TOA 0D OF oD’
’l‘hales.@/\ve i 1\—8 BQ . Ot
SB RC QC PA NA MA'
iar din reciproca teoremei lui Thales, MS || AC. [:] Cu teorema lui Thales
DN AM _AO _AQ EP_ ) ﬂ:ﬁ " AQ AM
NC MB OC Qb PC’ NC PC QD MB

teoremei lui Thales rezulta ca NP || BD, MQ || BD etc.

rezulta

. Din reciproca

AP AR

[40.| Fie R} = AB~CP si [S|=AB~DQ. Avem AARP - ADCP = —~ = (],
o PD  DC'
Cu teorema Iui Thales se obtine EQ—— BA si BQ D C
QC AR Qc
; . P,
= ﬁ Calculam ﬁ = BQ - AR : 2c = AR = E si &
DC BS QC BQ -DC DC PD R A B S

. . . ; . & Problema 40
din reciproca teoremei lui Thales se obtine ca DS || BP.
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410 S oblitte @ AM e o divtectie Gisa Loond seamelnie este dreapla eo lreee

prite A dde dioetie dit v, @2 Fie O un o puset w plaos, s} Din relatin doth se

ol irae ¢n L NS N e ot el Qo s e canibine sy siisar paog e M.

asiicl piewt WOLRM 5o Ik dhedosiama, B [helabie dida se aduee 1o forma

Ladtrel seonii B oite fom o) B siane ool L €0 i LIRS IR A B (=t

Al I s A 1y e fes oved wicasiredpre ekt rreed de wekror A gl
» 4 = Ly | g, = (2 TR
v RO AR s B - A rlJ! Motamy 71 - AR TN,
. : 1 Ly ) i oG
a) Dip ADBTN ACDN = — - — = % 1 Y
1y ON 2

BRI S
Tt L
TEOAD S DE AT B o i

12 .
e AR - AN Al - AR B} AP 1L
TP i it jis 13

Dyiny ADNIPR AWM

Obtinen e ml

2. Centre de greutate (pog. 191)

1 M ocentry de grentate conduec e AR ONBL o AL 20N = O Reeiproe, lie
i 4 i

ca AN = 2MN. Aluei daea N s eote eenton deoooomtate, aobise 3 omijlecad boi

) ) o AP A o ) ) ,
‘Hfll s MG = A A BE. Regalta o — S il alin reciproca teoreined
i v 8

ful Thales se obline ea NGO MEL oren oo monse posde. Anaday, N o= G

:,’] LN esle mediana . Se folosesto probienar 40,

B3 a) GBGTY este paralelogranm B3 G50 Q060 0T 0 s obline ¢@
(2 BRGTE 9 {20 5 P O - 00 doed 48 - v Vi,

l'/"'.i M. N st sjlonecke Tafvriton Ilif‘!‘ st JORY] P £33N S ON FOA - OU

PO = deet O este terd e de prontale peonteny ARAN

L AT VLT T
5 i i At 3 0 it :]\: AL 0 4 :g' t (R T B ! oy : ) e
i) (I

v o Ea, 4 _

GGu I BC ding reeiprocn leorenwd o Thaler o S obdine en : s
Ly o

ETORE!Z D DR T
i F T A e T MG ! 2 o
B Mie M wjlocad Lausii [AB] Hesabin o : el €3 00, ety i
} ST B T

CY = 300,05, ,
7. Fie O centrnl paralelogramului, Resadia o Moo iBOY N (CO), 20 (7)),

oM ON OP GG

e (NG astiel 1ne:nt -
8 e a2

dect MBECDL RO PO A,

CIMVE | AL

KA

|
|

i

o e @ INDICATISIBASPUNSURI

igl Fie M mijlocud latarii [DC] 50 awath e GG, | A i AR - 3G, Gy Avem

- s B s e Rl
AG, - AG, . :"5(.1\1\/1 BM| -~ AB .20 G,

{9] Fiee M. N P @ mijloaecte daivrilos jﬂ\.l‘i[.ll’.é'i. |ﬂ‘1)'].]AlJ/\.1. Padrndater o
MNP este paralelograny si Gy G GG umpart seamendele ‘()M[ I't'}'Nf, {t)i’;.

[(')(,)J‘ incaeclast vaports deci G ) MIN. GG NP GG PO GG | MG,

it
deci NQJIBC. Deoarece OE = OG rezulta ea NO. EM. BC sunt paralele
echidistante, deei NQ - EM si NQME este paralelogram oo central P Asadar
M. N, P sunt coliniare,

[lll_l Triunghiul ABC este echilateral median al {riunghivlui MNP, Se obline
GM + GN 4 GP = GA + GB + GC - 0.

[}?}J Daca G este centru de greutale al (riun

. GA LGB
0= GM+GP ¢ GR - GAGBFGC

(‘l.J Fie Q) = ACOEP., Rezulia ca ENAQG este paralelogram cu centrud in O,

shiulut MPR se obline ea:

+ G4 GE 4 GF = == 0
e LT - N+ B OB,

ftal AM BN CP tAG, 1 G,G, 1 O, 00N
+{c

+ G,N + G,

W+ GGy + G,P) = 8G,Gy. avand in vedere ¢a GA+ GB 1 GC =0 G,M

E":i] Avem O - GA + GB 1 GC :{C‘;M ! M!\) | ((.ﬁM P MB) + (GM MC} eto.

II'ﬂ Fie BM = aMA. CN = bNA  si P mijflocal segmentulul [BC] Rerulia
B e T i I g W .

AM == e AB, AN = —— AC. MB =-- L3 AB. NO — AC. (1). Desesmpuneri

okl by + 1 el I3+ 1

vectorul  AG dupa AM si AN Rezulta o exista o Bode astfel et
¢ @ —— . ‘i . i .

A - cAM 4 BAN. Din relatiile (1) si AG A = “ (/\H P AC) rernlta e

2 i wd

| ¢ — i , ; .
—( A+ /\(.\) AT+ # -ACL Dy AR st AL sumb necoliniaric doedd
3 atd bl
a1 =3e ba 1= 38 Daea a4 b1 atunet o 6 0 1 sl deet AG = 1AM 1 (1 () A
si M. G, N sunt coliniare, Reciproe, daca M. N, G sont colindare vezalia o
BM N
adfy - bodeci a+b=1 81 ——p—— =
MA  NA
ivlfi.{ Fie G centrul de greutate al frionghiulni ABC. Se obtine GD 1+ GE + GF
<GA + AD+GB+BE + GC + CF = AD+ BE + CF.  Fie M simetricul lui £ i

raport cu BC. Se arala ea MC - BE. FM - Al). Rezulta ea AL+ BE » CF - FM
P MC 3 CF =0
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Fie G centrul de greutate al patrulaterului. Pe diagonala BD construim,
spre A, triunghiurile echilaterale BDE, BDF, astfel incat C, E sunt in acelasi
semiplan determinat de BD, iar A si F in celalalt semiplan. Din problema 62,

cu AABD si ABCD avem ca AM + BE + DQ =0 si respectiv BN + CP + DF =0,
Prin adunare se obtine ca: 0=AM + BE + DQ+ BN+ CP+ DF = AM + BN+CP+DQ.
Se arala apoi ca GM + GN + GP + GQ = 0.
[20] Din problema 58 se obtine ca AA, + BB, + CC, = 0.
21) Din relatile G,B+G,C+GD=0 se obtine ca 30G, = OB+ OC + OD.
=OA + OB + OD, 30G, = OA + OC + OD, 30G, = OA +
+OB +0OC si se aduna aceste egalitati.

BN DP

AM
22| Notam ——=m, —=n, — =p. Relatia AM+ DP = BN esle echivalenta
AB BC DC

cu m+p=n. Fie G centrul de greutate al triunghiului MNP. Atunci G e AC
daca si numai daca OG si OC sunt coliniari, deci OG = «OC, (1). Folosind
relatia lui Leibniz rezulta ca OM + ON + OP = 30G, cu O centrul rombului. Dar
OM = (1-m)OA + mOB, ON = (1-n)OB + nOC, OP = (1-p)OD + pOC. Rezulta

Analog vom avea ca 30@

ca 30G=(1-m-n-p)OA+(m+p-n)OB. Dar GeAC implica OG si OA

coliniari, deci (m +p-n)OB=0. Cum O # B rezulta ca m+ p = n.

24. Se foloseste relatia lui Leibniz: 30G = OA + OB + OC.

25. a) Fie G si G, centrele de greutate ale celor doua triunghiuri. Avem relatiile

3GG, =GM + GN + GP = (0 — B)AB+ (B~ y)AC si AG s B B
ST AT i R ; a-p 1 Py ) .

latea veclorilor GG, si AG se obline ca ~F ERY R deci o +y=2p.

b) Din a) se deduc relatiile o+ =2y, f+7y =2, deci a=p=1.

Din coliniari-

3. Teorema bisectoarei. Relatia lui Sylvester (pag. 195)

ac ab
D BD = . CD = r : LSJ Se aplica reciproca teoremei bisectoarei.
b + ¢

[ a) AD imparte segmentul [BC] in raportul k = 'S Rezulta ca:
’ )

. AB+KkAC

AD = I)AB +C A(

I+k b+c
+c(AM + Wj)Z(b +¢)(AM + MD) etc.

. b) In relatia de la a) se scrie: b(AM + MD) +

312

® INDICATH $1 RASPUNSURI

a) Se scrie ca IA =1G + GA, IB=1G + GB, IC = IG + GC. b) Se foloseste relatia
lui Leibniz cu M=1 . Se aplica teorema bisectoarei in A ABN, AANC si

AN BN _
AABC. [10] a) 2131 ?}\r/[ N vy - ) Se foloseste ca AANP si ABNQ

sunt isoscele si AP = CQ. ¢) Se aplica problema 61.

BD CD BD MB
1. (AD bisectoare. Rezulta ca — = si —= .
AB CN DC NC

Dar m(NTﬁ)):m(l\Tc\D), deci ADMB ~ADCN si M, D,

N coliniare. Reciproc: Se are in vedere asemanarea I.
ADBM ~ ADCN. ‘\
Problema 11 N

Se aplica teorema bisectoarei in AABD si AABM si
teorema catetei: AB* = AD-BC.

[13] Fie O centrul paralelogramului. Se obtine ca = e S si apoi
" I g MB AB nc o P
oM _oH , deci MN || AD.

OD NA

CF AC X
14. a) Din teorema bisectoarei in triunghiul CAE se obtine ca v = et Din
CE DC‘ AB AB AC CE CF _
~ ADCE rezulta - . Atunei — - —=
A B ARy EF BF BF BF AE EF EF

b) Teorema bisectoarei in A ACG, asemanarile AEBG - AEDA, AEBF ~ AEDC
o Ya epalitalile BC CF _AD CE DE CF _CE CF _
B € BG EF BG EF BE EF EF EF

[15] Construim AD|CN. Patrulaterul CPAD este A

PC AD _

-alelogram. Di NPADsobtineC'\i
paralelogram in 1] € t PN NP

AB AN AC
=——=l+—=1+ .

BN NB BC
16, Se obtine ca ABE este isoscel, deci AB=AE. Din Problema 15

DE AD AD 1
bisect: AADC bti —_—= deci —=— si m 30°,

teorema bisecloarei in se obtine T "5 ( )

deci m(DXC)zGO". m(l%) 60° si m( ) 90°.
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Construim paralelogramele BDNP si CENQ. Deoarece NP || AB, NG || AC

vom arata ca [NM este bisectoarea unghiului P/N@, Din BP||CQ se obline ca
BP DN

PBM = QCM. (1). Dar — = , =, deci
PBM =9 () ° CQ NE'NE MC
BP MB & Problema 17

(2). Din relatiile (1) si (2) rezulta ca

cg BC'
APBM ~ AQCM. deci BMP = CMQ si P. M, Q coliniare.
PM BM
i APBM ~ AQCM se obtine ¢cA —=-—— si C
R e o oM~ CM B M S
ghl\% =Hpi deci [NM este bisectoarea unghiului PNQ.

Pe AB, Qe AC, astfel incat AP=MB si AQ=NC. rezulta ca vectorul suma

AP+ AQ este oriental pe bisectoarea unghiului BAC. deci vectorii EF si

AP + AQ fiind coliniari au aceeasi directie.

Centrul cercului circumseris triunghiului A B,C, este ortocentrul H al

triunghiului ABC. Din mlana lui Sylvester se obtine HA, + HB, + HC, = HH,.

HA, + HC, HB, + HC, ITC:HAI+EI?L_
T2 ] ' 2

. HA = Prin adunare rezulta

Dar HB =

ca HA + HB + HC = HA, + HB, + HC, = HH,.

Fie MH BN =!E}, MN n BH = {F}. BHN, HN si NM sunt
inaltimi, deci BM este a treia inaltime. Rezulta ca BM LNH si CM || HN,
deoarece BM L CM. Din HM L BN si CN | BN se obtine CN || HM.

Fie AD L BC, De(BC) si M inlersectia cercului cu AD. Se arala ca
ABDM = ABDH si rezulta ca DH = DM.

Fie O centrul cercului circumseris, E mijlocul laturii [BC] si N intersectia

paralelei prin M la BC cu cercul (problema 95). Rezulta ca AN este diametru si
cum OE L BC se obtine ca OE L MN. In AHMN. DE este linie mijlocie si se

obtine ca H, E, N sunt coliniare.
Paralela prin [ la HE intersecteaza inaltimea AH i M. Se obtine

m(ﬁ'l\M) =B, l‘n([«‘li/lﬁlhl) =C si cum FH=AB rezulta ca HM=BC=HD. iar
FHEM este paralelogram. Asadar HF + HE = FIM = ~HD.

Fie Q mijlocul tui [GH]. Trebuie aratat ca QM + QN + QP = 0. Se exprima
QM in functie de QD si QB. QN in functie de OE si OC.
de OA si OF,
OG =QG =QH si OA + OB + OC + OH = 30G.

In triunghiul

far QP in functie

avand in vedere rapoartele date. Se foloseste apoi ca
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[18] Fie E, F mijloacele segmentelor [MN] si [BC]. Avem 2EF = MB+NC. Daca

~ BINDICATI $1 RASPUNSURI
0' i S Z n 11 YT s ey ’ g 9 s e
[_.q J a) Se are in vedere cqa daca 1 este centrul cercului insecris atunci

&l 99’/} bOB + ggc
T pentru O oarecare din plan. b) Daca a =b =c¢ din a) se
obtine ca JA + I'B i If -(). Reciproe. Folosim relatia lui Leibniy pentru M =1 Se
obtine ca O =1A + 1B+ I1C = 316G, deci 1= G st ABC este echilateral.
[31,] Daca ABC este echilatleral, bisectoarele sunt mediane si relatia rezulta
usor. Reciproe. AD = bAB L i (A( , BE = (B( j—(L[zA .CF = aCA +bhCB i
1)4 N . B —. St scrie

a+b

cd AD+BE+CF =0 si se introdue vectorii /\Ti BE. CF in [unctie de

AR v AB si
A(Q} BC =BA + AC. Se (ine seama ca AD si AC sunt necoliniari si rezulta ca
a=h=gq =
f321 b) In relalia de la a) se ia P =M. se obline ca GM = 3[M
'34J Se aplica leorema bisectoarei in A ABD si A ABC.

)J Fie £ punctul de intersectie al bisectoarei

/\B

1 (AD cu cercul circumseris
_AD

triunghiului ABC. Din AABD - A AEC — 222 _ AD

sau AB-AC = AD - AE. (1).
ABDE = - AU l)g
Hl) DI

ca AB-AC = AD-AE = AD(AD + DE) = AD* + AD . DE = AD? + BD DC.

Din A ADC

deci BD - DC = AD-DE, (2). Din (1) obtinem

Teste de verificare (pag. 199)
Testul nr. 1

3. Din leorema bisectoarei re; 2 »A‘E% " H BN iar di i
[J arei rezulta AC-CD - Mo iar din reciproca teoremei
lui Thales se obline MN || BC ete.
Testul nr. 2
' T . DE  GC D -
1] Se obtine ca BB (J/\ (1). Dar. cu teorema bisectoare], — DE _AD -
E ; BE AB AB’
deri S8 BC o e reetorocs
GA - AB’ woteorema reciproca a bisecloarei rezulta ca- [BG este

bisectoare in A ABC. Duaca (N} = AE 1 BG. triunghinl ABC este dreptunghic

isoscel. cu m(‘l'l) =907 Rezulta ca BG | EF

shcum EG L BF, punctul G este
ortocentrul triunghiului EFB.

[21 Fie D. E. C coliniare. Se obtine ca
ABCE BC =CE ete.

triunghiurile DAE, si BE,(

AADE

Reciproc.

esle isoscel, cu AD=DE si
AB=2BC. Se

sunt isoscele, unde E, este mijlocul laturii [DC]

isoscel, © Pie ¢4
scel, cu Fie ¢a arata ca

sica [AE' [BE’. sunt bisectoarele unghiurilor A si B.
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. A EG o (‘ . S E P S ] E e te e
e it} t a m AEG)| = 9 = — =111 Y b ”ll(“l ‘ S i
3. a) S = arata ce ( G ) 0 . 1) (/\() ) )

‘ CE L Al \‘)1‘ cum

AC si

hisectoarea (CE, AE = EF si AC=CF. Rezulta ca -
Ai)i CF se obline ca G este ortocentrul trivnghiului ACE, deci FG

AEFG este romb.

deci

ul nr. 3 I
':.[_-‘jsste arata ca AAFG si AGFB sunt isoscele. Se obline ca GIt || BC etc

i = afla pe linie ijlocie
@ Din problema 1 se obline ca proiectiile se afla pe linia mijlo
triunghiului.

a

’:D?SI;‘; nI;.'g' |BC si [BB' [CC" bisectoare se obtine ca BCDF; C /[\SD- BB]() si
apoi AB=AC elc. @ Cu teorema bisectoarei se obtine ca O = P AAR
_ DE DF
Tk Atunci EF||AC daca si numai daca E FT(
AE [/

, ... by DP AL BD 0y gy A - 900,
reciproc. [3] PQ | AC < QC AP “AC  AB

si

DE _BD

. deci AB=AC si

4. Teorema lui Menelau (pag. 201) B>  AB

. T e si analoagele.
= = . ‘ema bisecloarei exterioare = o Bl i
Lﬂ Se are in vedere teorema bisecloarei ex : DC AC

i i i ADC si transversalei BM. Se
[5] Se aplica teorema lui Menelau trinnghiuhii ADC si transvers

l finse | 3- a' (o] b 2 == o A I olos ( « se alla
3 % 4 1 . ‘5‘ ) S11C l)‘()l)h i I()/—1 S5€ “
oD N ) N B

-%. = 4.1 .
‘ AE 342 ) corema i
245 s we pafie (@ o S C Cu leorema huai
BD = 1.‘)\/2 Cu teorema bisecloarei sc obtine ca 2o 5

3(0)). se obline

Menelau pentiru AMC si Lransversala BE, (M mijlocul lui (B

632 b) v L’\/i lé]'l‘t*urcmz\ lui Menelau in AABC si lransversala MPQ

5 35
WA Qc _ 1 sau PB_ (% (1). Din asemanarea triunghiurilor PBY,
ne dan e he oA pPC . QC
e Lo BY si an XA— Folosind (1)
PCD. respectiv. XAQ., DCQ se obtine: o = Be QC  DC
rezulta ca e *—*& deci BY = XA si M mijlocul segmentului [XY].
rezulta ca RO O
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Teorema Iui Menelau pentru  ACDN

cu transversala MAB, va da:

MC BC-NA el : )

MD BN ADK AT pentru  ABAM cu transversala MDC  se obtine
MA DA CNP" wlti ioE dons casiibs o .

e o T rn mmultirea celor doua egalitati se obtine egalitateq certs,

3 AO EB CD
8. —. 9. Se arata ca — . ——.== -1 unde O est il 3
D 5 @ OB EC CO € O este mijlocul laturii [AB]

si se
aplica reciproca teoremei lui Menelau pentru AOBC.
Din egalitatea [—[;% = g cu proportii derivate, rezulta ca Ll :E, unde

MA PA
M, N, P sunt mijloacele laturilor [AB], [DE]. [AC]. Se aplica apoi reciproca

teoremei lui Menelau triunghiului ADE si punctelor M, N, P.

Se foloseste teorema lui Menelau pentru AABC, cu transversala EMN,
=MNNAC si pentru AACD cu transversala EAP, apoi teorema lui
Menelau pentru AABD cu transversala QMF, [F/}
transversala PNG, {G}=PN ~BD. Se arati ca F - G,

12| Fie {P,j=BE N AD, {P,} = FC n AD. Cu teorema lui Menelau in AADC (cu

transversala BP,E) si A ADB (cu transversala CP,F ) si cu teorema bisectoarei
AP AE BC AD-BC

PD CE BD DC-BD

{E}

=@M N BD si ABCD cu

se obtin relatiile:

=———. Asadar
P,D BF DC BD-DC

P =P, =P

@ Fie R intersectia unghiului BCD cu BD si {S}=CR~BM. Din

teorema lui Menelau aplicata in ACDR si ABQT cu transversalele BMS si

DPN rezulta: §B@%: si E@E =1, care, prin inmultire, avand
SC BR MD PQ BD NT
SR

in vedere ca — = —2 conduc la egalitatea E:M
sSC pr MD NB

astfel MD = BN.

14, Notam cu K, L, M mijloacele diagonalelor [AC], [BD], [EF] si cu G. H. I

mijloacele segmentelor [BC], [CE], [EB].

Dar DC=AB=BT si

Se observa ca avem: KeGH, L eGI.
MeHL Se aplica teorema lui Menelau in ABEC cu transversala ADF. Se

) KG LI MH AB DE FC
obiine 1=——w— 2 =

Din reciproca teoremei lui Menelau pentru AGHI rezulta ca punctele K, L, M
sunt coliniare.

Cu teorema lui Menelau in triunghiurile ADC si ABD cu transversalele
BME si CMF se obline ca F—A— AM Ch s ~éM BD

—— g — = —
EC MD BC

= Se aduna cele
FB MD BC

doua egalitati.
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Fie {U} =AB'nBC", Wi=A"CrAR" "W =A'CcBC. B apliea teorema
lui Menelau in AUVW cu transversale ANC', CPR°, BMA ABCT w1 A DBCT
CW AU NV, CV PW B'U AV BW MU
(G S] /\V NW (8 W PO BV AW BL MW
CW BU AV 4 W BY CU_\ =
Cv BW Al AV B'U CW

aplica reciproca leoremei lui Menelau.

Fie ABC. MNP cele doua triunghiuri si O
teorema lui Menelau in AOBC si transversala NP,
MP si AOAB cu transversala MN. Apoi se inmultese egalitatile obtinule sl se
aplica reciproca teoremei lui Menelau,

si rezulta egalitatile:

inmultese aceste coalitati i se

AM BN Ol Se aplica

AOCA cu transversiala

AD CE AF
CD AE BF

= L dar ddin ascersanari

Cu teorema lui Ceva se obtine c2

CE_DC . FA_QA

AE AP FB BD ‘
- a} Se foloseste leorema lui Ceva si teorema bisecloarei. b) Cu feorcima
PA AR /‘I‘ AM f\l‘ﬁ

{eorema Van Aubel se obtine:  —— “+ - o e
rD  EC Hs M MB

Ao

bisectoarei si

PBBMBM_CP(,M(,I\/‘_, 1 .
o+ 51 . Se inmullese aceste relatil si se obline ea

S
PE AM CM CF AM BM

AM BM ) AM CM BM (M o ) a b, ;
e —} — J =63, Se are in ovedere on P A

egalitate numai d:u-u a=h.
[21] Fie |K|= AP~ BN.
versala AQK si ABNC cu transversala AKP ele.

2] Fie |Q) = ABA EF, R} = AB\CD si {S] . CDh/ EF.
Menelau in (riunghind QRS si transversalele MDE. NAF, PBC. 5o
egalilalile obtinute si se are in vedere puterea punctubui fata de core,

Se aplica teorema Jui Menelau in AMBN cu (s

Se aplica teorenin i
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- Fuwe i irigonometrice
S Formule trigonome

fy ! 5
sie B3

trice in frinnghinl i
m i drepnmghic
Elal BO 20 ac -5 N

5 B) f AL
P gt e AC= 70 < 24 ) aso

]
e By o j 5 1030 ~ :
e 2 0O, |\ N Qe i
J I Ly nl,‘i:’f;.hl, - I, =16 cos |52 18] Pie ABC
CEd Ple ABC gy

rivingd

hi s . ¥ 33
Hrareptunghic sioc = m‘H)» Atuinei sin x b . @ .
& I = 08 X = gk =2
!sl’j!l a) Sirys J2 . 3710 g d L. (‘ .
TR b iy - 2V e) sinx -~ /r)
[ I ' }() E b o8 = ’3 .
h““"‘"‘ \ i o |
oD Conmidessy Ly - il i D
) TP OCD s rezulta g ( ! i
At sin(CON) = sin (DN
3 L ete.
B3] Se arnts oo | ) |
(%] S0 rata G N DHPO 2

este dreplunghic in p) Rezulta ca sin x - \/ 2
- 29
Triunghinl MNP este dreptunghic

‘E.\'_ " - A 4 M g
R4 Fie AB - OM | B o IN| =CM A EF.
51 = Y
soscel. m{MNF ). 45¢ o o Din
] PO s as Dl teorema

) ]lli })i[a.&};()ra se ()b“ll{" o5

PINY = OFM . (lei g Y3 _ ’ ‘
M = r)a Din AFMC se obtine ca cos x ,—.E,M« \)\/10 .

e 10 cle,

I o ~
BEJ Fie DM | 11 o IN!
dreptunghic isoscel

GH DM, Trimghial HMN esle

st EN - A w. Din 1 -or
S orema lai Pitagor

arezulta ea HD? - HE?

. +DE® = 10a” i
{ii @ 10 “;”. ”N ¥ 2 . a S1
| 1 AT 5 Hivi '\/) Se obline Ca cosx = “M 9\/’_
16 41 lﬂ (H OO H B o

idera caznrile e
aAera caznril De(BC) si De(BC). (2 Se are ir I

are m vedere ¢q
s L cosyg oL (23; b}
ot sin’ x
I )2’4] Daca AR - pC

S «'i'i((),“-';l {

2 4 gty < 1t 3In% x

] 3 o

‘..‘,“ N 1 Re X’

. . " 2
‘ ’]ll!('l sin B =sIn( - N ef(i]

| . = TProe,
e St f3 o1 L i b 5 1 “re ],

S Vi GSesi B o4 Cos 3 - \'/’.4 Y t . /') Pri 1 i ] Yol
“ ) = N, RN} i(“("' 9 alr
S U])“H(‘ a ’)1. | 'i: +2h 2a’ > ) | B i 3 d | )
q < ,_..‘)(‘ AN 8l ¢ a” ‘ R
o 51 CUT o 4 ¢ se (I)““.' '

deci b o ea (b-e) -
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3.3. Formule de reducere la primul cadran (pag. 210)
5J3
D a) ‘”‘N?’ b) 1-2J2+3: ¢

6. a) sin X+]80*):—sm(x +1807-180%) = ~sinx: b) Pentru n =2k obtinem

/5. [35]a) 1:b) 9_.

egalitat.ea sin(x + 2kn) = sin x. Folosind succesiv a) rezulta ca:

sin(x +2kn) = -sin(x + (2k - 1)7t) = sin(x + (2k - 2)n) =... = sin x.

Pentru n =2k +1 se obline ca sin(x +(2k + l)n) - -~ sin x. Folosind a) se obtine |
sin(x +(2k +1)n)=-sin(x + 2kn) = ~sin x. _:
B8] a) [0,2]; b) [-2.0]; ) [L.5]: d) [0.1]: e) [0.2]: O [1.3]: @ :J;:v h) 1! |
i) {2} D [-2 2]. [39. Se are in vedere ca ~1<sina<1 si -1<cosa<l, Vaekl.

3.4. Paritate, imparitate, periodicitate (pag 212) !
@ b), ¢), d), e), ), g), i) functii pare, j), 1) functii impare. ‘_J a), ¢), d) impare. i
- 42, Din (x)=1f(-x) rezulta ca asinx =0, deci a =0, iar din {(x)=(-x) se
obtine beosx = 0. deci b =0. Asadar ab =0 in ambele <~;i\7,111‘i. '

a) Pentru a = 0 functia f este para. b) Pentru a =0, [ este impara. c)‘ a=0,

f este para. d) Pentru a =0, [este para. Pentru b =0, a # 0, [ esle impara.

46.a) T=4m b) T=3m ¢) T=6m d) T=4mr € T -4 ) T=6n

21 q 5.
. i e o T = D ['=m2;
[47]a) T=2m b) T=2m ) T-2x &) T-2m € T= "7 ) T=2m g Ton

h)T‘n\/’ @l

(,()S ~X)-eosx _n, 2= okn
49, a) f(x — b)) =2k ) & 3 F 2k a 3
e
[50 Din egalitatea (x + T)=({x) pentru x =0 rezulta ca sin’I'-sinTv2 =0,

.3 . N2
de unde T =kn sau T =-=. Perioada principala poale [i V' = n sau ;

NG 2

i inxsinJ2. x e B, deci
Daca T=mn ar trebhui ca sin(x+n) sm( J2 nJ)) sin x sin 2.

7——&08\ 1=2mn
3

2n
sm( J2 4 Kf) -sinxv2, x e . Daca x = \/7‘3

/
s

" i alits “ 53 ¢
51 se poale. Daca T = —= se ajunge la egalitalea s!nl X o
si nu se poale. Daca 1 =S¢ ajung & 5

alunci am avea ca sin 7[‘/2 =)

.\'in(xv’Q} ) 1[)

= sin x - sin x\/2 sau  sin

i ] ~ sinx. care peniru x =0 conduce la

2

sin 77[: =0, care esle [alsa. Asadar [ nu este periodica.
2
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4. Relatii intre functule tngonometrice ale aceluxasl unghi (pag. 214)

[1 l f) Se inlocuieste tgx — s

sin® sin” x + cos® x

ele. g} - —=8in"x - g

: - inx-

COS X sinx + cos x o

teos” x =1 - sinxcosx. De asemenea  sin® x 4 cos? x = (gmz X+ cos? x )Z
2sin® x cos” x =1 2sin? x cos® x efe.

’il_] Se formeaza un sistem folosind relatia

. -
sin”x+cos®x =1, Se obtine
J2 -
SINX =CosXx = - 5 elc, @ a) E=2:b) E=4; ¢) E =sinx + COS X.
[&[ b) sin® x + cos” x = (sin® x + cos® x )(sin® x - sin® x cos? x + cos? x) si ose

aplica a). se exprima sinx in functie de cosx si se desc ompun diferentele
de patrale. Se obline E(x)=1. 4 €) Se descompune suma si diferenta de

cuburi. 11.} Se obtine un sistem luand sin? x + cos’x =1. Se obline sin x = l

“

J2 , 3
COS X = ——— Sau sin x = -
2 3

Lo
L, COS X = 5 ele.

T e | 7 5 5 . P
(13, a) Daca sina =1 atunci cosa =0 siavem ca 2 = 0. Pentru 1

—-sina >0 se
. B L0 2 ©
obline ca (1- sin a) x*

2xcosa(l-sina)+1-sin“a>0 sau lr(l -sina)x
- cos u]A = 0.

5. Functiile trigonometrice ale unei sume si
ale unei diferente de unghiuri (pag. 219)

. b} J2
1) a) sin75° = sin(45°4 30°) = V6 :}i b) sini5° = sin(45°  30°) = \/6 -

€) sinl05" = sin (607 4 45° = \/b‘; \/2. d) 135°=90°+45% €) 165°= 90° 4 75°

Le. |§J Se are in vedere ca sin% ;\/l—izgsx cos = \/1 1(22‘-\». pentru x e((), :;[J

-

: 4 .
|ZJ Se obline ca siny = -, cosx = J sl sin{x-y)=-=—| cos(x ~y)= —’-77.
- 5 5 ' 25 ‘ 25
10.)a) 2sin x cos 757 b) 2sin135°cos2x; ¢} 1.

13 ¢) cos(ut ) cos(a B) = cos® w.cos® B - sin® asin® = cos? a(l—sin® )
—sin” {1

~cos” o) = cos® u - sin® . d) Se observa ca:

sin

_oom J2, L ny V2
X+ —f=——(sinx +cosx) si sm[x —~J:‘(Su‘1x7c()sx):
4 2 4 2 )

e) sin(u+fi)sin(u - B) = sin wcos® f - sin? Peos” a = sin® ¢ (1 - sin® B)-

-sin” B(1-sin? ¢ )= sin® o sin®p.
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[].'ti;j f) cosdx =2cos” 2x -1 =2(2c08" x -1 )2

2eos2x 4+ 1= 2(cos2x 4+ cos 60 )
b) 1 cos2x 1 sin2x = 2sin” X 1 2sin X cos X

14 cos2x 4 8in2x5 = 20087 5 + 28N 5 cos x -

d) Se arata ca 2elg 20 = clga -

23. a) Avem succesiv: cos(x  x" )| cos(x

Soens|y

b) Se desvolta sy - 2), sin{z - ») s sin(a

)

it

g) sindx - 2sin2xcos 2y = dsinxcosx (Zeos’ x 1.

deos(x 4+ 30 jeos{x

¢) Se foloseste ca sin3x = 3sinx ~4sin’ x si cosdy =4 cos’ x

[20} a) 2c082x 1 =2(cos2x cosB0) - dgin(x 1 30%)sin(x 307) iar
A0 ele
25t x{cosx 1o s xg s

208 % (sl X 4 cosy) el

Feos X

fg o sise substituie clyds ele.
'[2@] b) sin” (x + y)+ sin” (x - yi={sinxcosy +siny cos .\)"' |

; . 2 L 0 P o
Hsinxeosy - sinycosx) = 28in° Xcos™ y 2800 veos K cle,

) s '
2 eus hens \’J POOsT X P eS8 X

v Reaulia

s )eos(x U)oyt x 0 cosT T < eosT A v conT

COS2n 1 cuns I

E =4

o, 3 cosdX B4cosdx 2 Z2cos’ax L4 (eosT X win® x)
24,| o M TIUREA 9 a R e

1 - cosdx sin® 2x sin® 2x

2sin’ xocos’ x

fel 4 - 2 - l
sin’ x4+ cos’ x o+ 1 2 8in” x cos X S X + s X

2sin” xcos” x

. . sin2a @
[25.‘ a) Se lolosesic cosx = -0 pentiru X e JaL oL
o 2 sin X -
) . sl 2Zx o (o -
obline ca P = ——=5 b) Sedax oo 20 0 2%y
[\ L : . X
[ 2" sin
gl

I s1 se face produsnd egalitatilor reznltatc,
c) (14 ('().‘9.\)(] i COs - [[ I cos — l =D cos
' 21 an

sesle al.

sin® x < cos” x

. o
s
2

:?;n [

g7% i elgtx,

\

Prin ianndlire se

S RN

iy velafia cosx

2sina

CPees” - s se Todo
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6. Transformarea sumelos

v Z % ¥+ 7 Yy -7z , 'y
’14.1 a) deos s eos ] eos 2eos o~ 0oss FEOS et | = 2(-()9,1\_(‘0ﬁl+\€ i
== 2 2 2 2 ) 2 ) T Ty
X VoL X0 Vi Z X y - Z { Xt y==% X - 47
W Vipe e : o s . ot ~ s YV +Z
‘_1(;_‘”{1). - | &GS = Os o ]* COs r)'“’ LO\S--»*—»—i:
* e < = 4 P /
(o { e | it | A 3 .
(it y.‘v;| IR O S | &0k v J SN kS Y 4+ 8l Z,
] ) J *x -
=N RO E R =N . . s 2 67z
[L‘J»] . 1o - osiose Joloseste formula 1g2a = »-~%—\”’e pentru
TTcus 8 4 eos Y & l-tg*a
L ) ) ‘ RN .
s =t Din s sinv) 4 {cosy 4 cosy) =K se obline cos(x - yv)=k, si

! sin Za y
se folaseste forguba tea S pentrua a =

14 cos2a 2
X Vi Z y z X Ty
- . L, cun N St 5 ‘) cos - sin - sin ytrz
2EJH v e - - e e B
o ERE T Vo7 o X y 2
=11 Cls ™ O S T0s * cos
2 2 2 2 2 2
& 7
s T OO Sy
) 9 5
cly et e
" B : (1)
o el 0S
Y 2
v / X v % oy Z . N 2 ) .
AVELIL COSS Cat ~ - ST = GO QU = ~ GO | = sin—sin—. Inlocuind in
2 2 bl 2 2 (22 2 2

(1) se obtine entitalea dist enungd.

7. Buwmne si produse trigonometrice {pag. 227}
4 ik

S e X
Zeosty

‘7,] a) S¢ loloseste formula Z2eosa 4

P !
2 OO8 4

sEse nuitese relatiile. He obtine P 5222

COS

v cosb
of s S

cos2a - cos2b

@
o

. Se (oloses = okd el
. | 2{cosa - cosb)
= €08 P

( a
2" cos
“ 2!1

6
\ « i i 5
d) 5S¢ Joloseste relatiac | = kb, Be face produsul siose
5 }
o Cos
. oS . - se [oloseste
obline va - e C ke pentru nuitor se foloseste
b} a a _
('L).ﬁ‘ B EES) " e e RSN LB TRS
2 P, _),“l y
! S 2N
relaliin cos s e
Ysin x
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Capitolul IV. APLICATIILE TRIGONOMETRIEI iN GEOMETRIA PLANA
1. Produsul scalar a doi vectori (pag. 230)

Bla) d-B=0=m=-3 d) me(-I5 JI5}: o) me |2 g}

.a) m=0:b) me g \/El ¢) m =Q;

J

@ Se foloseste formula cosa = “abﬁ
al . ‘b

d) me {0, 3}.

)

5-5:5-5:6. a)m=-2n=-6d m=n=0sau m=n=+—-—,

2
[14.)a) M(0, 0). M(6, 0) sau M(0, 4).
2. Teorema cosinusului. Teorema sinusurilor (pag. 233)
2 2 _ 9 2 2 _ 1.2
2]a) beosChecoaBah. 20 =€ A #E=h =a.
2ab 2ac

3. a) (b2 +c” —a’)tgA = (a® +¢® —=b”)tgB < 2bccos A SINA _ 9aceos B SRS

cos A cos B

; . a
< bsinA =asinB < g

sinA sinB
d) Cu teorema sinusurilor avem: asin(B-C)+bsin(C - A)+csin(A -B) =

=ksinAsin(B-C)+ksinBsin(C-A)+ksinCsin(A -B) = k[cos(A -B+C)-
~COS(A+B~C)+COS(B*C+A)—COS(B+C~A)+COS(C—A-FB)f(‘.OS(C+A*B)TJ:0.

(teorema sinusurilor).

[4)Daca m (A) =90° rezulta sin” B+ sin” C =1 = sin” A.

Reciproc, fie ca sin® B + sin” C = sin? A. Rezulta ca 1-cos2B+1-c0os2C -1 +
+C0s2A =0=2sin" B - 2sin(A + C)sin(A - C) =0 = sinB(sinB-sin(A -C)) =0 =
= sinB=sin(A -C)= A =90°. @ Se araila ca in triunghiul ABC, cos A <0,
deci triunghiul este obtuzunghic. A =160

3. Aplicatii vectoriale in geometria pland (pag. 236}

Fie O centrul dreptunghiului. Cu teorema medianei se obtine ca
4MO* =2(MA® + MC®*) - AC”  si  4MO” =2(MB* + MD”) - BD’ si rezulla
egalitatea ceruta. Cu teorema medianei se obline Z(a“’ +¢? ) ~-b? =7si
2(a® +b*)-c’ =13, de unde a=2,b=y3,c=1 etc. Daca G este centrul

2
de greutate al triunghiului se obtine ca GB:%m,,. GC=—m, si se aplica

teorema lui Pitagora. @ Aplicand teorema medianei se obtine un sistem de
ecuatii cu solutia a=5, b=24, c =26. Se aplica teorema medianei in
triunghiurilor MAB, MBC, MCD, MAD. Se aplica teorema medianei.

324

[J Avem MQ-MP - MA - MB si NR-NP - NB-NA. Din  teorema

s i

S ) -  INDICATI $1 RASPUNSUHI

medianei

rezulta ca 2(PM” 4 PN’) =~ MN” + 4PO”. Din ——_ L . MP*  Np*
MQ" NR® MA’-MB®> NB?. NAZ

si se are 1 vedere ca MA = NB si NA = MB elc.

LS}_' Fie O centrul patratului. Se aplica teorema medianei in triunghiurile MAC

2becos
. ’)‘ 2bec b+

si MBD elc. [21.] ¢, = 2 < ——— elc. [80] Cu teorema medianei
LJ 1 e P 2 u teorema medianei

avem ca 2(MB* + MC”) - BC” = 4MO”, unde O este mijlocul lui [BC]. Minimul

are loc pentru MO minim, deci cand OM L AC.

Capitolul V. PROBLEME RECAPITULATIVE DE GEOMETRIE (pag. 246)

EZI.] Fie N mijlocul segmentului [AB]. a) Deoarece MA + MB = 2MN este
necesar ca MN sa aiba directia lui B(; deci M este pe hlll'd ml)loCle a lriun—

Asadar MS esle coliniar cu AB. E{/ﬂ a) m = b) me x;*I @ a) Avem
x=4-m,y=m-b M(x,y). Se obtine ca x +vy=-1. [B_J a=b=1.
5'2'3. a) Avemn 1< (x l)2 +l=cosy =1 deci x =1 si cosy=1 elc.

b) A=4sin” 3y - 4 < 0. Ecualia are solutii reale daca sin” 3y =1 etc.

1 9
syt —|=1+sin”" x £2 elc.

Yy

c) Avem 2

d) Se are in vedere ca 2<2% 4+ 2" =1+ cos’y <2 ete.

e) 252 +2 —1isin?x<2 ele.

@ b) Avem sticcesiv 2cos(B+C)eos(B - C) = 2cos? A.

Dar cos(B+C)= cosA si se obtine ca 2('03A[(‘05(B -C) - cos A]': 0. Din
cosA =0 se obline A=90". Din cos(B- C)-cosA =0 se obline ca cosB-
ccosC = 0, deci B =90" sau C =90,

d) inlocuim sinAsinB - S(H(—é —B;(USLA—iE! (OﬂA—S—)HiE( Notand
cosC=x se obline ecuatia de gradul al doilea 4x” +4xcos(A-B)+1=0. Se
pune conditin = A >0, deci cos®(A -B)z1. Se obline cos*(A-B)-1 si
cosC = ié el LB.}@J Se mlocuieste h, = 1:3 ele.

[R35.] Avemn succesiv /2 = 2¢ ns = \/Z _J2 = ( 1 - cos 2 =

relatia 1 - cosu =2 cos’ - ele. Se poate demonstra si prin inductie matematica.
2

. T !
2 cos— si se aplica
8
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